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PREFACIO

Este livro didatico tem o objetivo de propiciar
aos alunos de cursos superiores (engenheiros e tecnélogos)
uma visdo inicial de equacdes diferenciais e, a0 mesmo
tempo, reunir num UGnico exemplar 0s assuntos de
coordenadas polares e séries de Fourier, uma vez que estes
assuntos compdem as unidades de uma sO disciplina,
tornando fécil a pesquisa destes temas.

O intuito de escrever um livio com
procedimentos (introducdo) para resolucdo de equacgOes
diferenciais resultou em um trabalho que possa propiciar
ao estudante um aprendizado de determinadas técnicas que
sdo utilizadas neste contexto, sem que O suporte
matematico fosse esguecido, ndo sendo, no entanto, a

énfase desta referéncia.



Para que o leitor tenha um entendimento
completo do que serd aqui abordado, faz-se necessario o
conhecimento de funcdes, derivadas e integrais.

No primeiro capitulo faz-se uma breve revisao
de nimeros complexos e a apresentacdo de pontos, curvas
e graficos em coordenadas polares.

No segundo capitulo as equagdes diferenciais
sd0 apresentadas, definidas e classificadas. Abordam-se
equacdes que envolvem apenas uma variavel independente
de primeira e segunda ordem.

No terceiro capitulo, o leitor podera observar o
método dos coeficientes a determinar para resolugdo de
equacdes de ordem n com coeficientes constantes. Sera
feito uma breve explanagcdo sobre séries, para que o aluno
possa resolver equacdes com coeficientes variaveis.

No quato capitulo serd abordada a
transformada de Laplace, poderoso método para resolugdo
das equacdes do capitulo 3 com condigbesiniciais.

E no ultimo capitulo, apresentam-se as séries de
Fourier que € a representacdo de uma funcdo periddica
como uma soma de funcdes periddicas simples,

particularmente, CoSseno e seno.



O livro se prop0e a nortear 0 aprendiz no
caminho amplo das equacdes diferenciais, compreender
gue uma série de fendmenos da Fisica, Quimica, Biologia,
das Engenharias, entre outros, sd0  descritos
matematicamente por equacOes diferencias e, que desta
forma, traga resultados para problemas e situactes préticas
gue constantemente aparecem no meio académico ou no

cotidiano.






Coordenadas Polares — Capitulo 1

1

COORDENADASPOLARES

Neste capitulo, apresenta-se uma revisdo de
nimeros complexos, com suas operagbes na forma
algébrica e trigonométrica. Com 0s exercicios realizados
pelo leitor, um novo conceito de coordenadas passa a ser
definido. Sabe-se que a localizagdo de um ponto no plano
pode ser realizada em coordenadas cartesianas. Existe, no
entanto, outros sistemas de coordenadas que fornecem a
posicdo de um ponto em um plano, entre eles, estd o

sistema de coordenadas polares, que seravisto no item 1.2.
1.1 NUumer os Complexos

Na resolucéo de uma equacdo do 2° grau ax® +

bx + ¢ = 0 com A < 0, encontra-se expressdes do tipo
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Jacoma<0.0 aparecimento destas expressdes fez com
gue 0s matematicos procurassem um significado para elas
fora do campo rea, pois ndo existe nUmero real que,
elevado ao quadrado, resulte em nimero negativo.

Por volta do ano 1500, ainda n&o havia sido
descoberta uma formula resolutiva para equagbes do 3°
grau do tipo x* + px + g = 0 e problemas em cuja resolucio
aparecia eguacOes desse tipo eram considerados sem
solucéo.

Em 1545, Cardano® publicou um livro chamado
Ars Magna, no qual apresenta a férmula resolutiva da

referida equacéo:
x=3A+B+3A-/B em que
B R L o
A= 8B,y

O agebrista Rafael Bombelli? apresentou, em
1572, a seguinte equacdo: x° - 15x - 4 = 0 que, a0 ser

resolvida pela formula de Cardano, nos da

! CARDANO, Girolamo. (1501-1576). Doutor e matemético
italiano que fez fama com seu trabalho “Ars Magna’, sendo um dos
primeiros tratados latino de &gebra. Neste trabalho, mostrou os
métodos de solugdo de equactes cubicas e quarticas.

2 BOMBELLI, Rafael. (1526 — 1572). Matemético italiano que
escreveu um importante e influente texto de dgebra, fazendo uso de
forma livre de nimeros negativos e nimeros complexos.

2
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X = 3#2+/\/T21 +3J2— J-121 o que poderia sugerir que
esta equacao ndo admite solugdo real. Entretanto, quando x
= 4, temos 4° - 15.4 - 4 = 0 e isto mostra que 4 é solucdo
real da equacdo. Baseado neste fato, Bombelli sugeriu a
existéncia de novos tipos de nimeros que ndo Sao reais,
mas que quando submetidos as operacles elementares que
efetuamos com numeros reais, podem nos dar como
resultado nimeros reais.

Bombelli teve a idéa de admitir

J-121 = 11/-1 , considerando ~v—1 como um novo
tipo de nimero e que a solugdo x = 4 poderiater origem na

soma dos nimeros:
2+b/-1 e 2-b./-1.
Admitindo 2 + b./-1 = 32+11/-1,
obteve b = 1 e assim,
X=(2+/-1)+(2--/-1) =2+«/—71+2—\/—71=4_
Leonhard Euler® usou, em 1777, a letrai para

representar 0 numero -1, chamado de unidade

imaginéria, poisi® = -1.

3 EULER, Leonhard. (1707 — 1783). Fez grandes e extensos
estudos em geometria analitica e trigonometria. Contribuiu de forma
decisiva para o avanco da geometria, cdlculo e teoria dos nimeros.

3
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A solugdo encontrada por Bombelli seria,

entdo, representada por:
X=2+)+(2-1)=2+i+2-i=4

Surge, assim, um novo tipo de nudmero
chamado por Gauss®' de niimero complexo. Ele pode ser
expresso por a + bi, en que a, b € R ei é a unidade
imaginaria.

Gauss, por volta de 1800, associou a cada
numero da forma a + bi um ponto P do plano cartesiano,
definido pelo par ordenado de coordenadas (a, b).

A

v

Um numero complexo é atuamente definido
como um par ordenado (a, b), com a, b € R, que satisfaz as
seguintes condicoes:

(ab)=(c,d <= a=ceb=d

4 GAUSS, Johann Carl Friedrich. (1777 — 1855). Trabalhou em

uma variedade de campos da matemética e fisica, incluindo teoria dos
nimeros, andlise, geometria diferencial, magnetismo, astronomia e
oOtica. Seu trabalho tem umaimensainfluénciaem diversas &ress.

4
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(ab)+(c,d)=(atc b+d)
(a b).(c, d) = (ac - bd, ad + bc)

Os numeros complexos formam um novo
conjunto chamado conjunto dos numeros complexos,
indicado pela letra C. Esses nimeros sdo utilizados dentro
da prépria Matemética e, principalmente, na Engenharia,
quando se estudam circuitos elétricos com corrente

aternante.

1.1.1 Numero Complexo (Forma Algébrica)

Os numeros complexos s80 expressos por um
par ordenado (&, b) ou na forma algébrica a + bi, com a, b
eR.

O ndmero complexo costuma ser indicado por
Z. Sendo z = a + bi, 0 nUmero a € chamado parte real de z,
sendo indicado por R(z) ou Re(z), e b é a parte
imaginaria de z, indicado por 1(z) ou Im(2).

Um ndmero é real quando a parte imaginéria do
nimero complexo é nula, e imaginério puro quando a parte

real do nimero complexo é nulaeb = 0.
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1.1.1.1 Igualdade de numer os complexos

Dois nimeros complexos sdo iguais quando
suas partes reais e imagindrias forem respectivamente

iguais.

o]
1
(@]

a+bi=c+d=>

I o

1.1.1.2 Conjugado de numer os complexos

Sendo z = a + bi, define-se como complexo
conjugado de z o complexo Z=2a-bi isto §

z=zat+tbi=>z=a-bi

1.1.1.3 Oper acbes com numer os complexos

(A) Adicéo e subtracao
Soma-se ou subtrai-se ndmeros complexos,
somando ou subtraindo, respectivamente, suas partes reais
e imaginarias, separadamente.
6
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Isto &
(@a+hbi)+(c+di)=(a+c)+(b+di
(@a+bi)-(c+di) = (a-c)+(b-d)i
(B) Multiplicagdo
Multiplicase dois numeros complexos de

acordo com aregra da multiplicacéo de bindmios; usando o
fato dei = v/~ 1, temosi?=-1:
(a+ bi)(c+di) = ac+ adi + bci + bdi?
(a+bi)(c+di) =ac+adi +bci - bd
(a+bi)(c+di) = (ac- bd) + (ad + bc)i
(C) Divisao
A divissto de dois numeros complexos
z,=a+biez,=c+di pode ser obtida escrevendo-se o
quociente sob a forma de fragéo; e a seguir, procedendo-se
de modo andlogo ao utilizado na racionalizacdo de
denominador de uma fragdo, multiplicam-se ambos os
termos da fracdo pelo nimero complexo conjugado do

denominador, ou sgja:

z, _(a+bi).(c—di) _ac+bd+(bc—ad)i
z, (c+di).(c—di) c?+d?
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(D) Poténciasdei
Cdaculando-se as poténcias de expoentes
naturais de i, observa-se que os resultados se repetem com

um periodo de quatro:

i°=1 ‘= i%.i2=-1.-1=1
it=i iP= % = 1.0 =i
i2=-1 =i =i.i =i*=-1
iP=i%i=-Li=-i "= %0 =-1.i =-i

Portanto, para calcular o resultado de uma
poténcia inteira de i, divide-se 0 expoente por 4 e toma-se

0 resto da divisdo como novo expoente deii.

1.1.1.4 Plano de Argand-Gauss

No inicio do século XIX, Gauss e outros
mateméticos observaram que, assim como cada ponto de
uma reta corresponde a um numero real, cada ponto do
plano podia ser associado a um nimero complexo.

Convencionando-se associar 0 complexo z = a
+ bi a0 ponto P(a, b), passa a ser estabelecida uma
correspondéncia biunivoca entre os elementos do campo
dos complexos e os pontos do plano xy. Assim, no eixo das

8
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abscissas, representa-se a parte real de z e, no eixo das

ordenadas, a parte imaginaria de z.

Observagoes:
Plano de Argand-Gauss

Ox: eixo real

Oy: eixo imaginério

P: afixo ou imagem geométrica de z.

1.1.2 NUmer os Complexos (For ma Trigonométrica)

b eP(a, b)
0 a x

Considerando 0 nimero complexo, ndo nulo, z

= a+ bi e 0 ponto P que o representa, apresenta-se a figura

1 abaixo: yA
b P(a, b)
p
16 >
0 a x
Figural

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo

retangulo hachurado, temos:
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p=a’+b®> = p=-/a®+b?
A disténcia p de P aé a origem O é
denominada mdédulo de z, e indicamos:;

Z=|a+hi|= =\/m
[4=[a+bil=p

Denomina-se argumento do complexo z a
medida do angulo 6, formado por OP com o eixo rea 0x,
medido no sentido anti-horario, do eixo para o segmento e
indica-se:

0=a9(z) onde0<0<2n

Considerando o complexo z = a + bi
representado pelo ponto P(a, b), indicado nafigura 1, sabe-

se que:

cos@ =

send =

“Dl|lo Do

Substituindo em z, tem-se;

z=a+bi = z=pcoso + psend . i
. 2= p(cosh +i.senb)
10
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Essa expressio € denominada forma

trigonométrica do complexo z.

1.1.2.1 Operagdes com numer os complexos

(A) Multiplicagao

Considerando dois nimeros complexos z; € z»,
ndo nulos, representados na forma trigonométrica
z, = p,(cosf +isenb) ez, = p,(cosl +isend) e

calculando seu produto, obtém-se:

z,.z, = p,(cos@, +isend,).p,(cosl, +isend,)

2,.Z, = p,.p,(C0osH, +isend,)(cosd, +isend,)

2,2, = p..p,(C0S6 , cosh, +icosh,send, +isend, cosh, +i’send,send,)
2,.2, = p,.p,[(cosé, cosh, — senb,send,) +i(cosé,send, + send, cosd, )]
2,2, = p,.p,|(cos6, + 6,) +isen(6, + 6,))]

(B) Divisao
Sejam 0S ndmeros complexos
z, = p,(cosd +isend)ez, = p,(cost +isend) com z,

0.

11
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Procedendo de forma anal oga & multiplicacéo,

obtém-se - =2 [cos(6, ~ 6,) +isen(6, ~ )]
2 P2

(C) Potenciacao
Seja 0 complexo Z= p(cosd +isend).

Dado um ndmero natural n ndo nulo, tem-se;

2"=222.2=p.p..p[cos(@+0+...+0 )risen(@+60+...+6 )]

n fatores

z" = p"(cosn@ +isend)

(D) Radiciagdo
Seja z um numero complexo. Diz-se que z é

umaraiz enésimadez se: (z)" =z
z," = p"(cos(nd) +isen(nd)) =
y(cosg +isen(p)) = z

Comparando os dois complexos, obtemos:

z, =%z= q/?(cos(q”nzm) +isen(? +nZk”))

12
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Exercicios 1.1

1. Calcule 0 modulo de cada um dos seguintes nimeros
complexos:

a 2,=6-8i
b) 2=1+2i
C) zz= \/§+i
d) z4= —3+/7i
€ Z5=6i

f) z6=-3

g) z7=1-i

h) zg=i

2. Represente no plano de Argand-Gauss as imagens dos
seguintes nimeros complexos:

a) z=-3+4i
b) Zy= -5—j
C) zz=4-4i
d z=2+5i
€ Z5=6i
f) Zs=4
Q) z7=-2i
h) zg=4i

3. Cdlcule:
a (3-0).(1+1)
13
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1+i
b) ‘Z—Si
o) (1-2i)®

4. No universo dos complexos, qual serd a solugdo da
1-x 2 0

equacgo | 1 5 3=09
x-11

5. Dados os nimeros complexos Z, = 2-2i e z, =421,
resolva as operacgoes.

a 4ty =

b) 2-32 =

C) 4 L=

d) ()%=

-1

—h
V\C_D,

NN ®|m$|®@@
I

(@]
=

=)
=

N

i) 22l =

14
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6. Determine o0 médulo e o argumento de cada um dos
seguintes complexos:

a) Z1= —1+\/§i
b) z=1+i
C) z3=-3-3
d) z=24/3-3
1 i
€) zs= EJFE
7. Dé a forma trigonométrica de cada um dos nimeros
complexos:

a) z;=-2

b) =1 —i
C) z5= 3i

d) z,=5+ 5]

8. Obtenha a forma a gébrica de cada um dos complexos:

a) z;= 2(cos60° + i.sen60°)

b) z>= 1(cos300° + i.sen300°)

C) zz= 8(cos30° +i.sen30°)

d) zs= 10(cos(7n/4) +i. sen(7n/4))

9. Um complexo z possui médulo igual a 2 e argumento
7/3. O conjugado de z &

10. S&o dados o0s nimeros complexos:

Z1 = 3(cos(nt/6) + i.sen(n/6))

Zo = 2(cos(2n/3) + i.sen(2xr/3))

z3 = 4(cos(nt/3) + i.sen(n/3))
15
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Calcule:

a) 1.2, d) z,.z3
b) Z1.23 e) Z1.22.23
c) z5° f) z°

11. Represente no plano de Argand-Gauss o nimero 1/z
em que z = (2/3).(cos50° + i.sen50°).

12. S&o dados os humeros complexos.

7, = 15(cos70° + i.sen70°)
z, = 3(cos10° + i.sen10°)
73 = cos40° + i.send0°

Cdcule:
a) 212>
b) Z]_/ Z3
C) ziz,
d) Zz/ Z3
13. Dado z = cosA8° +i.send8° , calcule: 7%+ 2° + 1

14. Calcule:

a) (\/§+i)10

b) (l+i)9

16
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15. Considere o niimero complexo Z=1+Yi 'emque Y é
um nimero real e | a unidade imaginaria. Se w=z-z2,
em que z é o conjugado de Z, e aforma trigonométrica de

] T . T
W2 cosz+|sen5 . encontre o valor de Y.

V. T
16. Se 2 (COSZ +1 senzj , entdo qual serd o conjugado do

complexo z%?

1.2 Coordenadas Polar es

A localizagdo de um ponto no plano € em
geral, feita por suas coordenadas cartesianas. No entanto,
existem outros sistemas de coordenadas que déo a posicéo

de um ponto em um plano. O sistema de coordenadas

17
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polares € um deles, e € importante, pois certas curvas tém
equacdes mais simples quando esse sistema é usado. No
sistema cartesiano, as coordenadas sdo numeros chamados
de abscissa e ordenada que sdo as medidas das distancias
orientadas a dois eixos fixos. No sistema polar, as
coordenadas consistem em uma distancia orientada e na
medida de um angulo relativo a um ponto fixo e a um
semi-eixo fixo. O ponto fixo é chamado de pdélo (ou
origem), sendo designado pela letra O. O semi-eixo fixo é
chamado de eixo polar e vamos design&lo por AO,

conforme figura 2.

P(r, 6)

\9

Figura 2

18
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1.2.1 Representacdo de um ponto em coordenadas

polares

Sgja P um ponto qualquer do plano, distinto de
0. Sgja 6 a medida em radianos do angulo AOP, positivo
guando considerado no sentido anti-hor&rio e negativo
quando no sentido horario, tendo como lado inicial OA e
como lado fina OP. Entéo, se r for a distdncia ndo

orientada de O a P (isto &, r = ‘@‘) 0 conjunto de

coordenadas polares de P sera dado por r e 0, e escrito
como (r, 0).

Na figura 3, vé-se a representacao do ponto

S5z
P (4, Iy ), no sistema de coordenadas polares.

O A

Figura 3

19
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Neste sistema, é importante notar, que existem

outras trés representagdes, dentro da mesma volta para o

_ y/4 11r
ponto em questdo; ou sgja (4, T)’ (-4, ?) e (-4,

T
T)' Pode-se, portanto, usar as nogdes Vistas na sessdo de

nimeros complexos (forma trigonométrica) e consider
coordenadas polares com r negativo. Nesse caso, 0 ponto
estard no prolongamento do lado terminal do angulo, que é
a semi-reta que parte da origem, estendendo-se no sentido
oposto ao lado terminal.

Ex.: O ponto cujas coordenadas polares séo (3,-
n) pode ser obtido em coordenas cartesianas

pelas relagdes vistas acima, assim:

X =r cosfd — x=3cos(—7) > x=3.(-1) =-3
y=rsenfd » y=3sen(-r) > y=3.0=0

Polares: P(3, -n)
Retangulares: P(-3,0)

20
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1.2.2 Representacdo de uma curva em coordenadas

polares

Para estabel ecer uma relacéo entre coordenadas
retangulares e polares, utilizam-se as relacbes vistas

anteriormente, na sessdo de nimeros compl exos:
r=+4x*+y?

X
CoS@ = — = X =T cosH
r

SenH:%:y:rsene

tgo = =

X <

Ex.: Dada a equagao polar r* = 3.sen(26), achar
aequagao cartesiana.

Sabendo que: r* = x* + y? e sen(20) =
2.sen(0).cos(0), temos:

Xy
X2 +y2 (6]

X
x2+y2:3.2.?y-? oux® +y* = 6. u

(¢ +y3)?=6.xy
Equac&o Polar: r* = 3.sen(26)

Equacdo Cartesiana: (x* + y?)? = 6.x.y
21
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1.2.3 Gré&fico de uma equacéo em coor denadas polar es

O gréfico de uma equacdo em coordenadas
polares consiste em todos agueles pontos e somente
aqueles pontos P que tém pelo menos um par de coor-
denadas que satisfacam a equacdo. Se a equagdo de um
grafico for dada em coordenadas polares, ela sera chamada
de equacdo polar, diferente da equacao cartesiana que €
0 termo usado quando uma equacdo € dada em
coordenadas cartesianas retangulares. Dado uma equagéo
polar r em funcdo de 0, apresentamos abaixo algumas
propriedades para facilitar o esbogo do grafico no sistema

de coordenadas polares.

1.2.3.1 Propriedades de Simetria

Regra 1 Se para uma equacdo em coordenadas polares,
uma equacdo equivalente € obtida quando (r,0)
for substituido por (r, - 6 + 2nm) ou (- r, (w - ©) +
2nm) onde n € um inteiro qualquer, o gréfico da

equacado sera simétrico em relacdo ao eixo polar.

22
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Regra 2 Se para uma equagdo em coordenadas polares,
uma equacdo equivalente € obtida quando (r,0)
for substituido por (r, (m - 6) + 2nx) ou (- r, - 6 +
2nr) onde n € um inteiro qualquer, o gréfico da
v
equacdo sera simétrico em relagdo ao eixo >
Regra 3 Se para uma equagdo em coordenadas polares,
uma equacao equivalente € obtida quando (r, 6)
for substituido por (-r, ® + 2nx) ou (r, (= + 0) +
2nr) onde n € um inteiro qualquer, o gréfico da

equacdo sera simétrico em relagdo ao polo.

Ex.1: Gréfico daequacéo: r = 4.cos(20) (figura4)
a) (r, 0) > (r, -6) > simétrico em relacdo ao eixo polar.
A funcao cosseno é par.

b) (r, ) = (r, © -6) > simétrico em relacéo ao eixo%.
r =4.cos(2n - 20) =
4.[cos(2r).cos(20)+sen(2r).sen(20)]

r = 4.cos(20)
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c) (r, 6) = (-r, 6) > ndo é equivaente.

(r,m+0) >r=4.cos(2r + 20) > simétrico em
relacéo ao pdlo.
d) Em um gréfico polar € conveniente determinar se o pélo
esta sobre o grafico (r = 0); marcar maximos e minimos
relativos.
€) Se uma curva contém o pélo, muitas vezes se torna Util

encontrar as equacles das retas tangentes ao grafico no

polo.
o = tgo
0>0<0<nt>6=6;
9:292
ezek

Figura4
24
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Ex.2: Gréfico daequagdo: r = 1 —2.cos(0) (figurab)
a) (r, ) = (r, -0) > simetriaeixo polar.

1 T
b) Fazendo r = 0, obtemos: E:cose 2>0<6<n~> 925

T
> 0 =3 esta sobre o gréfico e uma equacdo da reta

T
tangente é 0 = 3

90
120 60
150, 30
r(x)
- 180 0
210 330
240 300
270
X
Figura5

1.2.3.2 Exemplos de algumas curvas polar es

(A) Limagon (figura 6)

r=az b cog(0) (horizontal) b>a-> temum laco
r=azbsen(0) (vertical) b=a-> serdum cardidide

b<a-> semlaco
25
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1— 2-co(X) 1-2:n(x)
X
150,
1+ 2-cog(X) 1+2'sin(x)
il 180| T
210
X X
20 920
120 60 120 60
150, 30 150, 30
2+2-cos(x) 242-sin(x)
et 180 0 — 180
210 330 210 330
240 300 240 300
270 270
X X
90 20
120 60 20 &
150, 30
150, 30
2—2:sin(x)
2— 2-cog(x) - 180 0
i 180 0
210 330
210 330 240 300
270
240 300 X
270
X

26




Coordenadas Polares — Capitulo 1

120 60
150, 150, 30
3— 2-coy(x) 3—2'sin(x)
= 180 — 180 0
210 210 330
240
270
X X
150, 150,
3+2-cog(x) 3+2sin(x)

180

210

180

210

Figura6
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(B) Roséacea (figura 7)

r = acos(no) n - pétalas (n 2> impar)
r = asen(no) 2n > pétalas (n > par)
4-_sin(3-x) 4<_s'n(4-><)
90
120 60
150, 30
Fosx) . 2:co2:x)
210 330
240 300
270 M

Figura7

28




Coordenadas Polares — Capitulo 1
(C) Reta que passa pelo pdlo (figura 8)
0 = C (faz um angulo de C radianos com o eixo polar)
ou
6 =C+nn (n-> Z quaquer)

Figura8
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(D) Retas (figura 9)
Paralela ao eixo %
Contém o ponto A(a, 0) 2 (a, 0) > x =a-> r.cos(f)=a
Paralela ao eixo polar

Contém o ponto B(0, b) = (b, %) 2>y=b->rsen(0)=>b

120 60

=R

270 270

Figura9
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(E) Circunferéncias (figura 10)

r=C ou r=-C Centro(0,0) -pdlo
Raio= | C|
r = 2a.cos(0) @
_A0,b)
r = 2b.sen(0) "
90
120 60
150, 30
?,-_oos(x) 3sin(x)

180

210

240

270

Figura 10
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(F) Espiral de Arquimedes (figura 11)
r=0 0>0

150

| x

180

210

270
X

Figura1l

32



Coordenadas Polares — Capitulo 1

Exercicios 1.2

1. Encontre as coordenadas cartesianas retangulares para

cada um dos seguintes pontos cujas coordenadas polares

~

Sa0:
a) (V2 -3n/4) b) (2, -5n/4)
Q) (-2, 2n/3) d) (-4, 51/6)
e (5, -n) f) (2, 5n/3)

2. Marque o ponto que tem o conjunto dado de
coordenadas polares; depois encontre outro conjunto de
coordenadas polares para 0 mesmo ponto, tal que: (&) r <0
e0<0<2r;(b)r>0e2r<06<0;(c)r<0e-2n<6<0.

a) (2, 3n/4)

b) (4, 2n/3)

c) (5,7n/6)

d) (2,11n/4)

e) (1,3n/2)

f) (4,7n/3)
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3. Encontre um conjunto de coordenadas polares para cada
um dos seguintes pontos cujas coordenadas cartesianas

retangulares sdo dadas. Tome: r<0e0< 6 < 2r.
a) (2,24/3)
b) (-1/2, -3 12)
) (3,-3)
d) (4,0)

4. Encontre a equacdo cartesiana do grafico tendo a

equacdo polar dada:

a) r’ = cos(20) b) r? = 2. sen(36)
C) r=2cost d) r =4 seco

2 o4
€e) r° = 3.sen(20) ) =5 "3 cosp

5. Encontre a equacdo polar do grafico tendo a equacéo
cartesiana dada:

a) (< +y%)? = 4y*

b) y* + x? = 4x

o)X’ +y*=16

d)y’—x’=4

e) xy=8

fly?=4x -1
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6. Transformar as seguintes equacdes polares em equacdes
cartesianas:
ar=4
b)o=14n
c)r=8cos0
dr=6sen06+3cos6
e r=15secH
fyr(sen6+3cos6)=3
g) r(2-cos6)=4
h) 2r = 2 + cos 20
iYré=4cos26
Jr=4(1+cos6)

7. Transformar as seguintes equagdes cartesianas em
equacOes polares (considerar as respostas em quer > 0):

a) x> +y?=25

b) x*—y*=4

Q) (X +y?)?=4(x*-y?)

dx-3y=0

ey?+5x=0

fy2xy=7
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g) (x*+y?)*-18xy =0
h) 4y?— 20x — 25=0
) 12x° —4y* —24x+9=0

8. Localize graficamente cada um dos pontos em
coordenadas polares:

A (2,30), B(=3,30'), C(2, 210), D ( 2, n/2)

E(—-2, 270), F(-4, 300), G(-3, — 51/6), H(4,0)

9. Trace o gréfico das equacdes abai xo:
a) r = -4.cos(20)
b) r? = 8.sen(26)
c) r = 3.sen(20)
d)r=2-cosb
e) r =-4.sen(0)
f) r? = 16.c0s(20)
gr=4
h) r.sen(0) = 2
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2

EQUACOESDIFERENCIAIS

No capitulo que seinicia serafeito o estudo das
equacoes diferenciais, seus aspectos, caracteristicas e suas
respectivas solucdes. As equacOes diferenciais sdo de
extrema utilidade em diversas éreas, na verdade, elas
estabelecem 0 suporte matemético para varios ramos da
engenharia e das ciéncias e surgem a partir da tentativa de
formular, ou descrever, certos sistemas fisicos em termos
matematicos.

Obviamente sugerem a resolucéo de algum tipo
de equacdo envolvendo derivadas. Antes de aprender a
reconhecer os tipos de equacdes e resolvé-las, torna-se
necessario examinar algumas definicbes e terminologias

bési cas sobre 0 assunto.
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2.1 Definicao

Uma equacdo que contém as derivadas ou
diferenciais de uma ou mais varidveis dependentes, em
relacdo a uma ou mais variaveis independentes, € chamada

de equacdo diferencial.

Exemplos:

D) (Efy + I)sen(x)dx = (1 + cos(x))dy y(0)=0

Xy+3Xx—y-3
dx Xy —2X+4y—-8

(3) €yy =e” +e*
4 (y”)2 +4y=0

@Y

(5) —e¥—cos(x)=x*-x* y(0)=0ey(n)=0

Z+d erﬂ+y:x.eX

6
©) dx? dx

d®
dx
d dy

+2y e”.sen(2x)

(8)@ Z_o

8x8y
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2.2 Classificacao

Havendo uma sO varidvel independente, as
derivadas sdo ordinarias e a equacdo € denominada
equacao diferencial ordinaria, exemplos (1) a(7).

Havendo duas ou mais variaveis independentes,
as derivadas sdo parciais e a equacdo € denominada
equacao diferencial parcial, exemplo (8). Neste livro, ndo

estudaremos tais equacoes.

2.3 Ordem

A ordem de uma equacéo diferencia é a ordem
da mais alta derivada que nela aparece. As equagdes (1),
(2) e (3) sGo de primeira ordem; (4), (5) e (7) sdo de

segunda ordem e (6) € de terceira ordem.

2.4 Grau

O grau de uma equacdo diferencial, que pode
ser escrita, considerando as derivadas como um polinémio,
€ 0 grau da derivada de mais ata ordem que nela aparece.

Todas as equacdes dos exemplos acima sdo do primeiro
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grau, exceto (4) que é do segundo grau.

2.5 Solucéao

O problema nas equagdes diferenciais
elementares é, essencialmente, a descoberta da primitiva
gue deu origem a equacdo. Em outras palavras, a solucdo
de uma equacdo diferencial de ordem n €&, essencialmente,
a determinagdo de uma relagdo entre as variaveis,
envolvendo n constantes arbitrérias independentes, que,
juntamente com as derivadas dela obtidas, satisfaz a
equacdo diferencial. Uma solucdo particular de uma
equacdo diferencia € a que se obtém quando se déo, para
as constantes arbitrarias que aparecem na primitiva,
valores definidos. Nas equacdes (1) e (5) dos exemplos,
vistos no item definicdo, apresentamos condicdes iniciais,
que serdo Utilizadas para o calculo das constantes.
Geometricamente, a primitiva é a equacdo de uma familia
de curvas e uma solucéo particular é a equacdo de uma
dessas curvas. Estas curvas sdo denominadas curvas

integrais da equacédo diferencial.
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2.6 Tipos

Alguns tipos de equacdes diferenciais ordinarias
(12 e 22 ordens e ordem n), que serdo objeto de estudo deste

livro, aparecem a seguir:

Equacdes Diferenciais Ordinérias
1.1 Variaveis separaveis
1.2 Homogéneas
1.3 Exatas
12 Ordem
1.4 Nao-exatas

15Lineares

1.6 Envolvendo sistemas

21y" =f(x)
22y =f(x,y’)
23y" =1(y)
24y" =1(y,y")

22 Ordem

3.1 Coeficientes constantes (a,, An.y. ..., Ay, Ao)

3.1.1 B(x) = 0 (equagdo homogénea)

Ordem n 3.1.1.1 Raizesreais

Ay + Anr Y™ 4+ Ary' + Aoy = B(X)) 3.1.1.2 Raizesrepetidas
3.1.1.3 Raizes complexas

3.1.2 B(x) = f(x)
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3.1.2.1 B(x) = polindmio
3.1.22B(x) = €~
3.1.2.3 B(x) = sen(kx) ou cos(kx)

3.1.2.4 Todos os casos juntos

3.2 Coeficientes ndo - constantes

3.2.1 Sériesde poténcias

2.7 EquagOes diferenciais de 12 ordem
2.7.1 Variaveis separaveis

& _ 900,
dx  h(y)

chamada separdvel ou tem varidveis separaveis. As

Uma equacéo diferencial da forma

equacOes de variaveis separdveis sdo as mais simples de
todas as equacfes. Sua resolucdo esta na separacdo das
funcdes que dependem de x daguelas que dependem dey,
tendo que utilizar possivelmente, integracdo por partes,
fraghes parciais, substituicdo, que sdo os métodos de

integragcdo mais usados num curso de célculo.
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Exemplos:
D) X2y =y-xy — xz.% =y.(1-%x) -
X
dy _ (1-x)dx
y X

J d_yy | —(1_X§)dx - In(y)"=-x"=In(x) +C

A solucdo acima é a solucdo geral da equacdo
na formaimplicita. Se o leitor desgjar explicitar o valor de
y em funcdo de x (algo que nem sempre é possivel fazer)
deverd usar algumas propriedades de logaritmos.

Assim:

In(y) = -x*=Inx) +C — In(y) +In(x) =-x*

+C - In(yx)=-x*+C

Ou ainda:
—(1/x)
yx = e 5y =k onde: €° foi
trocado por k.

* Neste livro, utiliza-se o logaritmo natural, resultado de integrais, com
parénteses, pela facilidade de escrita. Onde esta escrito In(y) entenda-
selnlyl.
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D x+1).Y =x+6) > dy=Ou
dx X+1
X+6
d
-~ J.y Jx+1

y=x+5Inx+1)+C
A solugdo gera que se obteve esta na forma
explicita e foi resolvida mediante a divisdo dos binémios e
uma substitui¢o.

2.7.2 Homogéneas

Considere inicialmente a definicdo de funcéo
homogénea apresentada, para em seguida examinar as
equagoes diferenciais homogéneas de primeira ordem.

Uma funcéo é dita homogénea de grau n, se ela
satisfaz a condigéo:

f(Ax, Ay) = A"f(x, y), paraalgum nimero rea n.

Assim, umaequacéo diferencial daforma:
M(x,y) dx + N(x, y) dy =0
€ chamada de homogénea se ambos os coeficientes M e N

sdo funcdes homogéneas do mesmo grau.
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Exemplos:

(D) x-y)dx = (x +y)dy — (x-y)dx—(x+
y)dy =0

Vamos examinar M e N:

M(X,y) =X—=y > M(AX, Ay) =AX - AY = A.(X —
y) = L.M(X, ¥) (homogénea degrau 1)

N(X,y) =-(X+y) > N(AX, Ay) = -AX - Ay = A.[-
(X +¥)] =A.N(X, y) (homogenea degrau 1)

Portanto, a equacdo acima é uma equacdo
diferencial homogénea; para resolvé-la serafeito a seguinte
substituicao:

y =x.t

dy = x.dt + t.dx (regrado produto de derivadas)

X=y)dx—(x+y)dy=0 > (Xx—=x.t)dx —(x +
x.t).(x.dt +t.dx) =0

(X — x.t)dx — x%dt — xtdx — xtdt — xt’dx =0 —
(X — 2xt — xt?)dx — (x> + x?)dt = 0

x(1 — 2t — dx = x°(1 + tdt o

at

5=

Xdx 1+t J->;dx_J~ 1+t

= dt —»
x> 1-2t-t? 1-2t—t?
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In(x)=_71ln(1—2t—t2)+C, aqui € necessario
voltar paraas variaveisoriginaisx ey, assim:
2
|n(x)=_—1|n(1—2i—l2)+c, que € a
2 X X

solucdo geral da equacdo diferencial homogénea, na forma

implicita.

(2) xdx + (y —2x)dy =0

Inicialmente fagca o examede M e N:

M(X, ¥) = x — M(Ax, Ay) = AX = AM(X, y)
(homogénea de grau 1)

N(X,y) =y —2X = N(AX, Ay) = Ay - 2AX = A.(Y
—2X) = L.N(X, ¥) (homogénea de grau 1)

Portanto, a equagdo acima € uma equagdo

diferencial homogénea; para resolvé-la proceda com a

substitui ¢&o:
y =Xt
dy = x.dt + t.dx

xdx + (xt — 2x)(x.dt + t.dx) = 0 > xdx + x?tdt
+ xt?dx — 2x°dt — 2xtdx = 0

(X —2xt + xt)dx + (Xt = 2x)dt =0 > x.(1—
2t + t)dx = x4 (2 -t)dt
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dt

2

Xdx 2—-t J->;dx_J~ 2—-t

= a —
x?  1-2t+t? 1-2t +t2
In(x)=—|n(t—1)—t—11+C, voltando para as

variaveis originais, tem-se:

In(X) =—In(Y.~1) ==+ C, que é a solugéo
X

Y1
X

geral da equacdo diferencial naformaimplicita. Naintegral
acima, utilizarse fragbes parciais para a sua resolucao.
Consulte um livro de Caculo para mais detalhes sobre
fracOes parciais.

2.7.3 Exatas

Varias equacdes diferenciais de 12 ordem que
sd0 apresentadas neste livro, aparecem com o formato:
M (X, y)dx + N(x, y)dy = 0. Ao encontrar uma funcdo z =
f(x, y) cuja derivada diferencial total resulte exatamente na
equacao acima, tem-se uma equagao diferencial exata.

Convém ressaltar, do célculo que, se z = f(X, y)
€ uma funcdo com derivadas parciais continuas em uma
regido R do plano xy, entdo o que serd chamado de
diferencia total &
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dz = idx+idy
OX oy

Portanto, tendo f(x, y) = C, segue-se da
~ : of of _
expressdo acima que —dx+—dy = 0, em outras
oX oy

palavras, dada uma familia de curvas f(X, y) = C, pode-se
gerar uma equacdo diferencial de 12 ordem calculando a
diferencial total.

Para solucionar uma equacdo diferencial exata,
procede-se da seguinte forma:

(1) Veificar se a equacdo é reamente exata
(usando o teste das derivadas parciais, enunciado abaixo);

(2) Compara-se a equagao que se quer resolver

com a diferencia total éidx-i-%dy = 0 e, desta forma,
X

utiliza-se integracdo para a descoberta da fungéo f(x, y).

Teorema (Teste das derivadas parciais)

Sgiam M(x, y ) e N(X, y) fungdes continuas com
derivadas parciais continuas em uma regido retangular R
definida por a< x < b, ¢ <y < d. Entdo, uma condi¢do



Equaces Diferenciais — Capitulo 2

necesséria e suficiente para que M(x, y)dx + N(X, y)dy sgja

umadiferencial exata & @ = @.
oy OX

Exemplos:
(1) (*—y*)dx —2xydy =0
Primeiro, precisa-se verificar se a equacéo

acima é exata:
oM
M(X,y) =x°—y* > —=-2y
oy
ON
N(X, y) = -2xy — a—=—2y Portanto:
X
oM _oN
oy ox

Agora, compara-se a equacdo que precisa ser
resolvida com adiferencial total:
(x* —y?)dx — 2xydy = 0

ﬂdx+ﬂdy: 0 Assim:
OX oy

idx:(xz—yz)dx
OX
Usando integracdo de ambos os lados:

Ig—idx = J'(x2 — y?)dx
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fx, y) = X—;— y’x+g(y) — O aparecimento
de uma constante g(y) deve-se ao fato da integracéo ter
sido feita em relagdo a X, a constante pode entdo ser um
numero real ou até mesmo depender de y. Passa-se, agora,
para a derivacdo em funcdo de y da expressdo que foi
obtida, pois a resposta desta derivacdo esta na propria
equacao que se pretende resolver (observe a comparagéo

com adiferencial total).

3

X
f(x,y)= 3 y2x+g(y) —

of :
oy~ RO > m2yxrg (y) =-2xy

g'(y)=0 - g(y)=c
A solucdo geral daequagdo exata €

3

X
f(x,y) = ?—yzx:C

(2) (4% — 15x* —y)dx + (x* + 3y —x)dy = 0

A equacio € exata, pois: %:4x3—1 e

N _ a1,
oX
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Comparando com a diferencia tota:

ﬁdx+ﬁdy: 0.
oX oy

ﬂdx = (4xy—15x* —y)dx —
OX

J.idx = j(4x3y—15x2 — y)dx

OX

f(xy) = x'y—5x° - yx+g(y) -
of 4
=X =x+g'(y)
oy
X' —x+g'(y)=x"+3y*-x - g'(y)=3y’

- gy)=y’
A solucdo gera da equacdo diferencia exata €
f(xy) = x'y-5x>—yx+y*=C.

2.7.4 Nao-exatas

No exemplo (1) das equacdes exatas, ao realizar
atroca de sinal de N(x, y), a equacdo deixara de ser exata
e, entéo, teremos um caso de equacdo ndo-exata.

Nestes casos, para o teste das derivadas parciais

teremos valores diferentes e, serd preciso multiplicar as
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equacbes por um termo xk(X, Yy), denominado fator
integrante, transformando a equagéo em exata.
O fator integrante sera

ejw(x)dx
kX, y) = ou onde:
ejw(y)dy
1 oM ON
X)=—(——-—
v =55
-1,0M ©ON
V/(Y)—V(E—&)
Exemplos:
(1) (x* —y?)dx + 2xydy = 0
Primeiro, precisase verificar se a equagéo
acima é exata:
oM
M(x,y) =x*—y* —» ——=-2y
oy
N(X, y) = 2xy — %—N:Zy Portanto:
X
oM  ON

—;ta—, aeguacao ndo € exata.
X

oy
Deve-se fazer a diferenca entre as derivadas

parciais, para que possa ser construido o fator integrante:
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oM _oN _ —4y. Se o leitor optar por dividir a expressao

oy OX

anterior por M(x, y) = x* — y% ndo serd possivel a
integracéo da funcéo resultante, pois dependerade x edey.
Portanto, a escolha certa, seriadividir por N(x, y) = 2xy.

Logo:
_I@M Ny 1 =2
V)= o) " 2y TN =

Fator integrante: k(X, y) =

eI;:dX _ e—2|n(x) _ elnx’2 _ X—Z
Multiplique a equagdo pelo fator integrante
acima
(x®—y?)dx + 2xydy =0 . (x?) —
2
a-Lydx+2¥dy=0
X X
Agora, a equacdo resultante é exata. A prova

deste fato ficard com o leitor.
Comparando a equagdo que precisa ser

resolvida com a diferencial total:

2
a-Lydx+2¥dy=0
X X
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of of

a—dx+5dy— 0 Assim:
ﬂd _(1——)dx

Usando integracdo de ambos os lados:
j—d _j(l——)dx

_ of i} .
fx,y)= x+y*x*+g(y) - 5=2yxl+g(y) >

29" +g(y) =27 logo g(¥)=0 > g(y)=c

A solucdo geral daequagéo é:
f(x,y) = x+y’x*=C

(2) (x +y)dx + x.In(x)dy =0
Primeiro, verifique se a equacdo acima é exata:
oM

M + =1
X y)=x+y — &

N(x,y) =x.In(x) — %zlﬂn(x)
oX

Portanto: ™M # N , aequacdo ndo € exata.
oy oXx
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Faz-se a diferenca entre as derivadas parciais,

para construir o fator integrante: @—@:—In(x).
oy oXx

Dividapor N(X, y) = x.In(x).
1,0M ON, -Inx) -1

Logo: y{X) =W(E_&) B xIn(x)  x

Fator integrante:

-1
—dx .
K(Xl y) = eJ‘ X = e—|l"l()() — e|l"l)( — X_l
Multiplique a equacdo pelo fator integrante
acima:

(x + y)dx + xIn(x)dy = 0. (x} -
(1+i—)dx+ln(x)dy=0

Agora, a equacdo resultante € exata. A prova
deste fato ficard com o leitor.
Compare a equagdo que precisa ser resolvida

com adiferencia total:

1+ Z—)dx+ In(x)dy = 0
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idx+idy: 0 Assim:
OX oy

of

X ax = 1+ Lydx
OX X

Usando integracdo de ambos os lados:
of y
—dx=|(1+-—)d
J.éx X I( +)< )dx
of :
f(x y)=x+yIn(Xx)+g(y) - 5=|n(><)+g(y)%

In(x) +g'(y)=In(x) logo g'(y)=0 — g(y)=c
A solucdo geral daequagdo é
f(x,y)= x+yIn(x)=C

2.75Lineares

Uma equagdo diferencial de primeira ordem da
formay’ + P(x)y = Q(X) é chamada de equacéo linear.

Para resolver a equacéo linear também sera
utilizada a multiplicagdo por um fator integrante,

eI PO A demonstracéo da

determinado por: x(x) =
origem deste fator segue abaixo:
Multiplicando a equacéo y’ + P(x)y = Q(X) por

k(X), tem-se:
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k(X).y' +k(x).P(X)y = k(x).Q(x) ao adicionar e
subtrair o termo ' (x).y, tem-se:

k(X).y + x¥'(X).y - ¥ (X).y + «(X).PX)y =
K(x).Q(x)

A expressdo em negrito é a derivada de um

produto, logo:

(k(x).y)" +y.(k(X).P(x) - €' (X)) = k(x).Q(X) (1)

Seria interessante, para uma resolucdo com
mais facilidade, que a equacdo «(x).P(x) - k' (x) fosse igual

azero, logo: k(x).P(x) -k’ (x) =0 — <9 = P(X)

x(X)

O primeiro membro da Ultima equacdo € a

derivada de In[x(x)], entéo:

{In[x(xX)]}’ = P(X) (integrando ambos os lados
em relacdo ax)

[k} dx = [ Pe)dx  —  In[x(X)] = |

Px)dx — x(x) = e 0"

Portanto, a equagéo (1), ficaria:
(k(x).y) = x(X).Q(x) (integrando ambos os

lados em relagéo a x)
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J(00y) dx = [ k(0).Qx) dx — x(X).y =]
K(X).Q(X) dx

[ x(X).Q(x)dx .. C

(%) o (solucéo geral da

equacao diferencia linear de 12 ordem)

Exemplos:

Q) QJF ycot g(x) = 2cos(X)
dx

Fator integrante: 1(x) = ef POgax _ efcotg(x)dx:

eIn[sen(x)] = Sen(X)
dy
dx

%.sen(x) + ycos(X) = 2c0os(X).sen(x)

+ ycot g(x) = 2cos(x) . [sen(x)]

Observe que o primeiro membro da equagao
serd a derivada do produto dey pelo fator integrante; logo:
[y.sen(X)]’ = 2cos(x).sen(x) (integrando ambos

os lados em relacéo a x)
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[ Ty.sen(x)]’dx = [ 2cos(x).sen(X)dx — y.sen(x)

_ —cos(2x) Lc
2
_ —Cos(2x) N C

= 2sen(x) " sen(x) (solucdo geral da

equacao diferencial linear de 12 ordem)
Compare 0s passos realizados neste exercicio,
com o gue foi demonstrado acima para a descoberta do

fator integrante.

@y +3xy=x°

Fator integrante: k(x) = e % = ol ¥ of
y +3x%y=x* . (&)

y. el +3x%. e =x% e o [y. e =x2

e = [[y. e Tdx=[x% ° dx

X3

y. €= e3 +C —> y= %+C.ex3(solugéo

geral)
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2.7.6 Envolvendo sistemas

Algumas equacOes diferenciais de primeira
ordem apresentam o aspecto abaixo:
dy ax+by+c 2
v 2
X a,x+b,y+c,
Nestes casos a presenca dos termos ¢; e ¢; hdo
permitem que a equacdo sgja homogénea, desta forma,
existem dois casos para serem considerados:

a b

a, b,

1°. Caso: =0

Para a resolucéo da equacdo diferencial com a
condicdo acima, 0 primeiro passo é resolver 0 sistema
formado pelas equacbes que aparecem no 2° membro da
expressao (2), ao descobrir sua solugdo, troca-se a variavel
X por outra letra mais o valor de x que satisfaz o sistema;

damesmaforma, procede-se paray.

Exemplo:
dy _2x+3y+4
dx 4x+y-2

A solucéo do sistema, quando igualado a zero,
é (1, -2).

X=u+1l — dx=du
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y=v-2 —> dy=dv
Substituindo na equacéo, temos:

av_ 2u+)+3v-2)+4
du  4Uu+D+(v-2)-2

ﬂ_2u+2+3v—6+4_) v _2u+3v
du 4du+44v-2-2 du 4du+v

Com estas substituicdes, a equagdo passa a ser
homogénea, assim:

dv_ 2u+3v

du 4du+v

(2u+3v)du—(4u+v)dv=0

Fazendo uma nova substituicdo, conforme item

v=ut
dv = udt + tdu

(2u + 3ut)du — (4u + ut)(udt + tdu) =0

2.7.2:

(2u + 3ut)du — 4u”dt — 4utdu — u’tdt — ut*du = 0

(2u—ut —ut?)du—(4u® +ut)dt=0 —

u(2—t—t*)du = u?(4+t)dt

4+t
j%dusz—:—tz :
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In(u)=gln(t+2)—§ln(t—1)+c
3 3

Voltando para as varidveis v e u, tem-se

Inw) = 2In¥ +2)—2InL~1)+ C, e para as vaidveis
3 wu 3 u

originais X e y:
Inx-1) = 2In¥F 242~ 21X 2y 4c,  (solucho

3 x-1 3 x-1
geral, naformaimplicita, daequacdo diferencial).

a b
a2 b2

2°. Caso: =0

Neste caso, a solugdo do sistema é impossivel
ou terd infinitas solucbes. Para resolver a equacéo
diferencial, troca-se 0 grupo a;x + byy por uma letra,

conforme sugestéo abaixo:

Exemplo:
dy  x+y-1
dx 2x+2y-3

Vocé podera trocar x + y por u e fazendo a

mudanca também para a derivada ter&

62



Equaces Diferenciais — Capitulo 2

du u-1 du u-1
—-1= - +1 -
dx 2u-3 dx 2u-3
du_3u-4 (variaveis separéveis)
dx 2u-3
I(ZU ) - Zdu= jdx —
(Bu-4)

%u—éln(Su—4) =X+C (ondeu=x+Yy)

%(x+ y)—%ln(S(x+ y)—4)=x+C (solugdo

geral da equacao diferencia)

Existem outras equactes de primeira ordem que
ndo foram aqui abordadas, no entanto, uma eguacéo
diferencia pode ser transformada por meio de substitui¢des
apropriadas, como visto em alguns casos estudados até este
momento. Uma equacéo pode parecer diferente de todas as
que foram apresentadas, mas mudando a variavel
adeguadamente, um problema aparentemente complicado
pode ser resolvido.

Métodos diferenciados de resolugdo de
equacles diferenciais, a presenca do grau em algumas

situacOes, equacbes de Bernoulli, Ricatti, Clairaut, entre
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outros, poderdo ser estudados com detalhes em um curso
mais completo de equacdes diferenciais.

Exercicios 2.1
1. Resolver as seguintes equagdes diferencias:

a) (5x +4y)dx + (4x—8y*) dy =0

b) %+ ycot g(x) = 2cos(X)
0) (dy +y.xA)dy - (2x+x.y?)dx = 0

d) y +3x°y=x

e (A +4xy)=(1-22=2y)y

f) x.dy = (x.sen(x) —y)dx

g) (y*+yx)dx +x°dy =0

dy _x+3y

dx 3x+vy

) (4% —15%° - y)dx + (x*+ 3y?- x)dy = 0
i) Xy +(1+x).y = €”.sen(2x)

dy xy+3x-y-3
dx xy—2x+4y-8
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) €yy =¢e¥+e>
m) (x°€Y™ + y?)dx = xydy

n xy —y=x+y?

0) Xy +X(X+2)y=¢

2. Resolver as equacgOes diferenciais com as seguintes
condigles inicias:

a) X2y =y—xy onde y(-1)=-1

b) (y?+3x.y)dx = (4x*+x.y)dy onde y(1)=1
c) (®+y3)dx +3xy’dy=0 onde y(1)=1

d) (¥ + 1)sen(x)dx = (1 + cos(x))dy y(0)=0
e) (€ +y)dx +(2+x+ye)dy =0 y(0)=1

f) (y?cos(X) — 3x%y — 2x)dx + (2ysen(x) — x° +
In(y))dy =0 y(0)=e

2.8 Equacdes diferenciais de 22 ordem

Nesta secdo serd abordado quatro casos de

equacOes diferenciais bastante especificos, que poder&o
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ndo aparecer no proximo capitulo devido agumas
peculiaridades que serdo mostradas. E importante notar,
gue as equacOes desta secdo apresentardo duas constantes

(C1 eCy) nasolucgéo geral.
2.8.1 A segunda derivada dependentede x [y” = f(X)]

Este € 0 caso mais simples de equacOes
diferenciais de segunda ordem, bastando para resolvé-las,
usarmos integragao.

Exemplos:

Y _sx 3 2
> = €7 —Cog(X) + X° = X

2
g 3’dx='[e3X —cos(x) + x° — x%dx —
X

4 3

ﬂ_eBX
dx 3 4

4 3

e3x X5 X4
+cos(X) + ——--—+C.x+C
9 X 20 12 ¢ 2

y:
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) ‘;;y — 8.c08(2x) — 4.5en(x) onde: y(0) =0,
y(z)=0
[ d 23’ dx = [ Boos(2x) — 4sen(x)clx BN
dx

% = 4sen(2x) + 4cos(x) + C,;
X

| %dx = [ 4sen(2x) + 4cos(x) + C,dx N
X

y = —-2c0s(2x) + 4sen(x) + C,x+C,

Aplicando as condi¢des iniciais propostas neste
exemplo para descobrir C; e Cy:

0=-2cos(0) +4sen(0)+C, —» C,=2

y = —2c0s(2x) + 4sen(x) + C,x+C,

y'=4sen(2x) + 4cos(x) + C, -
0=4sen(2r)+4cos(r)+C, — C, =4

A solucdo geral
y =-2c0s(2x) + 4sen(x) + C,x+C, com as constantes
calculadas acima fica assm definida:
y =-2c0s(2x) +4sen(xX) + 4x+2, que € a solugdo
particular para a equagdo diferencial de segunda ordem,
dadas as condi¢des iniciais propostas no exemplo.
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2.8.2 A segunda derivada dependentede x edey’ [y” =
fx, y")l

Nesta Situagdo, uma variavel auxiliar que
chamaremos de p, transformard a equacéo diferencia de
segunda ordem em uma equacdo de primeira ordem.

Exemplo:

y' -y =¢

Trocando y’ por p, y’ seria a derivada de p,
desta forma a equacdo de segunda ordem fica reduzida a
uma de primeira ordem linear, adota-se entdo todos os
procedimentos vistos no item 2.7.5:

p-p=¢

Fator integrante: k(x) = &% = &l = ¢

p-p=e* .[€7]

pe-pef=¢e¢e"

[p.e’]’ = 1 (integrando ambos os lados em
relacdo a x)

[[p€*'dx =] 1dx — p.e*=x+ C; (trocando
ppory) —» y.e*=x+C;

y'=xe‘+C,e* (temos um caso de varidveis

Separdveis) —» dy = (xe* +C,.e*)dx
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J'dyzj(x.eX +C,.e")dx —

y=xe*—-e*+C,e" +C, (solugdo geral)
2.8.3 A segunda derivada dependentedey [y” =f(y)]

Neste caso, trocase y' por p, a segunda
derivada seriaaderivada de p em relacéo a x, no entanto,
se vocé Uutilizar esta estratégia, terd p, p’ e y em uma

mesma equacdo, com dificuldades para sua resolucdo.

Chame, entdo, y'=p e y'= p% (Observe que:
y

, dp dpdy d
yodp_dody_do

"o dydx oy
Exemplo:
y” —y = 0 (fazendo as devidas substituigoes)
d
pd—p—y=0 - pdp = ydy —
y
P°_Y
d = d —_— = K
[pdp=[ydy » Z-="-+K,

p>=y*+2K, (chame 2K; de W) —

p=£Jy +W, — %=i\/y2+W1
X
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=+fdx W = CH) o

In(y++/C} +y*)+C, = +x (solugdo geral)

2.8.4 A segunda derivada dependentedey edey’ [y” =

fly,y')]

Neste tipo de equacdo, faz-se as mesmas

substituicdes do item anterior.

mp

2

Exemplo:

d’y dqz
+— 1| +1=0
ydx2 (dx

dp 2 dp 2
yo—+p°+1=0 —> yp—=-p°-1 >
dy dy
> [5r=[7)

-?mw+3=4mw+Kl N

In(p® +1) =—In(y*) +W, — (p°+1).y*=A
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—yJA -y’ =+x+ A, (solugdo geral na forma

implicita)

Exercicios2.2

1. Resolver as equacOes diferenciais de segunda ordem

propostas:
°y
a) — —xe™ —sen(3x) = x* - X*
X
d’y _ .dy (dy)’
b —y2 Y| Y
)ydx2 y der dx
’y
C) o +e* =sen(2x)
X
d?y (dy)’
d) 2’—(—3’) —4
dx dx
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d?y

e
) o

+y=0

2
f) d 2/ +e ¥ =cos(3x) - x°
dx

2
d erdy:0

dx®>  dx

g) (1+x)

2. Resolver as equagOes diferenciais de segunda ordem
com condic¢lesiniciais:
gy +4y=0 y0)=0 e y(n)=0

2

b)(;y+25y=0 y(0)=0 e y(0)=0
X

2

2

Q) ‘; Y _64y=16 y(0)=1 e y(0)=0
X

2

2

d) ‘;Xy te*=sen(4x) y(0)=2 e y(0)=0

2
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3

EQUACOESDIFERENCIAIS
LINEARES
DE ORDEM N

As equacoes diferenciais lineares de ordem n,
estudadas neste capitulo, sdo de suma importéncia como
suporte matematico para varios ramos da engenharia e das
ciéncias. Na classificagdo do capitulo 2, observa-se que as

equacOes podem ser descritas conforme a tabela abai xo:

3.1 Coeficientes constantes (A, An.y. ..., Ay, Ao)

3.1.1 B(x) = 0 (equacdo homogénea)

Ordemn 3.1.1.1 Raizesreais

Ay +Anay™ .+ ALy +Ay=B(X) | 3,1.1.2 Raizesrepetidas
3.1.1.3 Raizes complexas

3.1.2 B(x) =f(x)
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3.1.2.1 B(x) = polindmio
3.1.2.2B(x) = €~
3.1.2.3 B(x) = sen(kx) ou cos(kx)

3.1.2.4 Todos 0s casos juntos

3.2 Coeficientes ndo - constantes

3.2.1 Sériesde poténcias

Antes deste estudo, convém apontar alguns
conceitos e caracteristicas importantes destes tipos de
equacoes.

As equacdes diferenciais lineares de ordem n
sd0 aquelas daforma:

AnY™ + Aty + L+ ALy + Aoy = B(X)

Onde: B(x), An, An-1, Ana, ... y Az, A, Ap —
dependem de x ou s&o constantes.

Se B(x) = 0 tem-se uma equacdo diferencial
linear e homogénea de ordem n.

A solucdo geral desta equacdo contém n
constantes arbitrarias. Se vyi, Y2, ..., Yo forem solucdes
particulares da equagdo linear homogénea e, Cy, C, ...., C,
designarem constantes, aexpressao y = C1y; + Coyo + ... +

Chyn também serd solucdo (teorema para equacOes
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homogéneas — principio da superposi¢ao). Seyi, Y2, ...y Yn
forem solucOes particulares de uma equacdo linear e
homogénea, aexpressdo y = Cyy; + Coy2 + ... + Cry, Seraa
solucdo geral de tal equacdo, desde que as fungdes yi, Yo,
..., Yn Sgjam linearmente independentes, isto é, desde que
ndo se tenha Cy; + Cyy2 + ... + Cryn = 0, a ndo ser para
todas as constantes nulas. De fato: nesse caso a solucéo
contém n constantes arbitrarias, niUmero esse que ndo pode
ser reduzido porque as fungbes yi, Y2, ..., Yn S0
linearmente independentes.

Exemplos:

(1) As funcdes y; = €, y, = € e y3 = 3€ ndo
S50 linearmente independentes, pois:

Cie + Ce™ + C336* = OparaCy = -3,C, =0 e

Cs =1, por exemplo.

(2) AsfuncBes y; = 1, y, = X e y3 = X° SA0
linearmente independentes, pois.

Ci1l + Cyx + Cax* = 0 seesomentese C; = 0, C,
=0eCz=0.

Um critério para independéncia linear de

funcOes pode ser visto em um teorema desenvolvido por
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Wronski® e chamado Wronskiano das funces, enunciado

abaixo:
Suponha que fi(X), fa(X), ..., fa(X) segam
diferenciaveis pelo menos n — 1 vezes. Se o determinante
f, f, f,
f, f, f
e

for diferente de zero em pelo menos um ponto do intervalo
[, entdo as fungdes f1(X), f2(X), ...., fa(X) seréo linearmente

independentes no intervalo.

3.1 Coseficientes constantes (An, An-1, ... , A1, Ag)

As primeiras equagdes que aparecem na tabela
mencionada no inicio do capitulo sdo aquelas que
envolvem os coeficientes constantes, ou sgja, nUmeros
reais. No item 3.2 serdo estudadas equagbes com
coeficientes que podem também depender da variavel

independente geralmente designada por X ou por t.

! WRONSKI, Josef Maria Hoéne. (1778 — 1853). Nascido na Polonia e
educado na Alemanha, passou a maior parte da sua vida na Franca. Era
mais um filésofo do que matemético. Uma das contribuicbes a
matemética foi o determinante acima.
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3.1.1 B(X) = 0 (equacédo homogénea)

A equaco diferencial linear Any™ + An1.y™?
+ ... + ALy + Aoy = 0 serd chamada de homogénea e sua
solucdo pode ser deduzida a partir do exemplo que segue.

Exemplo:

Inicialmente, desenvolve-se a solugdo para uma
equacao de primeira ordem descrita abaixo:

Ay + Ay = 0 (varidvels separavels,
conformeitem 2.7.1)

d
Ay = Ay o> A=Ay o

I%’z—f%dx —In(y) = —%x+ K

y =Ce™ onde r:% eC=¢€ (0

Supondo que toda solucdo da equacdo
diferencia linear de ordem n possa ser escrita da forma
exponencial, para a equacdo Any™ + Anpy™ + L.+
ALy + Agy = 0tem-se umasolucdo do tipo y =Ce™.

Para verificar, se de fato, tem-se uma solucéo,

deriva-se y = Ce™ n vezes; observe:
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y'=Cre™ y'=Cr%™ y"=Cr’%™ ...
y®™ =Cr"e™

Substituindo na equacdo, tem-se:

ACr'e* + ApCr™ie* + . ACr? &% +
ACre™ + ACe* =0

Ce™ (A" + Anar™ + L A2+ Ar+ A =0 (2

Conclui-se da expressdo acima que C é
diferente de zero, seu valor é €, conforme expressio (1) e
0 mesmo acontece com € (a funcdo exponencial tem
imagem real positiva e diferente de zero). Logo, para a
equacao (2) ser igual a zero, resta:

A"+ Aqar™ L AP+ Ar + Ag=0 (3)

Portanto, para resolucdo de uma equacao
diferencial linear de ordem n com coeficientes constantes,
basta que se transforme a equacéo diferencial em uma
equacdo auxiliar, ou também chamada de equacéo
caracteristica [equacao(3)]. A partir de agora, passa-se a
analisar 0 que acontece com as raizes da equacdo

caracteristica (3).
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3.1.1.1 Raizesreais

A eguacao caracteristica (3) possui raizes reais
e distintas. A solugdo geral da equacéo diferencial linear
serddotipo: y=C,e™ +C,e% +...+C e"".

Exemplos:

)y’ -5y +6y=0

Supondo que a equacdo y = Ce™ é solucdo da
equacao acima, tem-se:

y'=Cre™ y"=Cr?%"™ (derivada primeira e
segunda da solucéo)

Cr?e*-5Cre* + 6Ce*=0 — Ce*(r*-5r +
6)=0 »>Ce*=20er’-5r+6=0

Portanto, a equagdo diferencial de segunda
ordem passa a ter uma equacdo auxiliar (caracteristica)
para gue sua solucdo possa ser descoberta, achando para
isso as raizes do polinémio: r*-5r+6=0 — =2 e
r,=3

Logo, a equacdo diferencial tem como solucéo

gerd: y=C.e™ +Ce™.

@y -3y +2y =0
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Equacdo caracteristica:

P-3r+2r=0->r(rf-3r+2)=0->r, =0,
rn=1lerz=2

A solucdo geral daequacédo diferencia &y = C;
+ Coe* + Cae™.

3.1.1.2 Raizesrepetidas

A eguacdo caracteristica (3) possui raizes reais
e repetidas. A solugdo geral da equacdo diferencial linear

Nnx

serd do tipo: y=C,e™ +C,xe” + C,x’e™ +...+C_e".

Existe a necessidade de acrescentar x, X, ...... na solucdo
acima para que sgja linearmente independente. Lembre-se:
a quantidade de constantes na solucdo geral depende da
ordem da equagéo.

Exemplos:

Dy’ -4y +4y=0

Supondo que a equacdo y = Ce™ é solugdo da
equacao acima, tem-se:

y'=Cre™ y"=Cr%"™ (derivada primeira e

segunda da solucéo)
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Cr? € -4Cre™ + 4Ce*=0 — Ce&*(r*-4r +
4)=0 ->C*=0er’-4r+4=0

Achando as raizes da equagéo auxiliar:

rP-4r+4=0 > nn=2er=2

Logo, a equacdo diferencial tem como solucéo

gerd: y=C,e™ +C,xe™,

(2)yl’1_3yli+3y’_1:0
Equacéo caracteristica:

rP-3rf+3r—1=0 > (r-1)*=0->rn=1r

A solugdo geral da equagdo diferencial & y =
Clex + szex + C3X262X.

3.1.1.3 Raizes complexas
A equacdo caracteristica (3) possui raizes

complexas. A solucdo geral da equacéo diferencial linear

serd do tipo: y=e*[C, cos(bx) + C,sen(bx)]. Onde: a €
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parte real do complexo e b a parte imaginéria. Esta solucéo
se deve a duas expressies desenvolvidas por Euler”:
€% = cos(0) + i.sen(0)
e' = cos(0) —i.sen(0)
Observe que se fosse escrito a solugdo com
expoente complexo, seu formato ficaria assim:
y= Kle(a+bi)x n Kze(a—bi)x N
y =™ (K,e™ + K, e™)
Utilizando as expressdes de Euler:

y = e {K,[cos(bx) +isen(bx)] + K ,[cos(bx) — isen(bx)]}

y= eax-{[Kl + Kz] COS(bX) + [(Kl - Kz)i]sen(bx)}
— y=e%[C, cos(bx) + C,sen(bx)]

Exemplos:

Qy’ +4y=0

Achando as raizes da equacdo auxiliar: r*+4 =0

—> n=2ern=-2

Logo, a equacdo diferencial tem como solucéo
geral: y = Cycos(2x) + Cosen(2x).

2 EULER, Leonhard. (1707 — 1783). Fez grandes e extensos estudos
em geometria analitica e trigonometria. Contribuiu de forma decisiva
para o avanco da geometria, calculo e teoria dos nimeros.
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@y’ -2y +2y=0

Equacdo caracteristica

P—2r+2=0 > nn=1+i erp=1—i

A solucdo geral da equacdo diferencial € y =
e[Cicos(X) + Cosen(x)].

3.1.2 B(x) =f(x)

A equaczo diferencial linear Any™ + An1.y™?
..... + Ay + Aogy = f(X) serd chamada de néo-
homogénea e sua solucdo sera desenvolvida para os trés
casos que seguem usando o Método dos Coeficientes a
Determinar. Existem outros métodos de resolucdo de
equacOes diferenciais de ordem n, como por exemplo,
Método dos Operadores e Méodo da Variacdo dos
Parametros que ndo serdo abordados neste livro.

O Método dos Coeficientes a Determinar sera
aqui abordado por sua maor simplicidade, sem
envolvimento de integrais ou determinantes como nos
outros dois métodos citados. E interessante relembrar, que
0 método escolhido serve apenas para resolucdo de

equacOes diferenciais lineares com coeficientes constantes.
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Caso isto ndo ocorra serd utilizado séries de poténcias para
aresolucéo das equacdes.

Uma fungdo y, independente de parémetros,
que satisfaca a equagdo ndo-homogénea é chamada de
solugdo particular para a equagdo. Sendo yi, Y2, ..., Yn
solugBes para a equacéo diferencial linear homogénea de
ordem n em um intervalo | e se'y, € qualquer solugdo para
a equacdo ndo-homogénea no mesmo intervalo, entdo: y =
Ciyr + Coy2 + ... + Cryn + yp € também uma solugdo paraa
equacdo nao-homogénea no intervalo para quaisquer
constantes Cy, Cy,..., Cp.

Em outras palavras, a solucdo geral para uma

equacdo diferencial linear ndo-homogénea é:

y= Ciy1+Cy2+ ... +Cyn [t Yp
—

y = funcdo complementar + qualquer solucdo particular

Os passos gue serdo adotados para a solucéo da
equacdo ndo-homogénea sdo 0s seguintes:

1°. Extraimos a solucéo da equacdo homogénes;

2°. Descobrimos uma solucdo particular que

satisfaca a equacédo, conforme o aspecto de B(x); sempre
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observando se tal solugdo ja ndo aparece na solucéo
complementar;

3°. Usamos a solucgdo particular na equacéo para
a descoberta dos coeficientes desconhecidos (método dos
coeficientes a determinar, também conhecido como método
dos coeficientes indeterminados);

4°. A solucdo gera € a soma da solucdo
complementar com a solugo particular que descobrimos.

Abaixo, segue o procedimento que adotaremos
paray, conforme o aspecto da funcéo B(x).

3.1.2.1 B(x) = polinémio

Quando B(x) for um polinémio inteiro em x de
grau m, a solucdo particular (yp) também sera um
polinbmio inteiro em x, com grau m + h, onde h é a ordem
da derivada de menor ordem contida na equagéo.

Exemplos:

Dy -y’ -2y =x-2

Primeiramente, resolveese  a  equagdo
-y’ -2y’ =0.

Usando uma equagao auxiliar, temos:

P—rP—2r=0 - r(r* -r-2)=0 - =0,

11

homogéneay

85



Equacdes Diferenciais de Ordem N — Capitulo 3

rh=-ler3=2

Yo = Cp + Coe™ + Cae™

Em um segundo momento, observa-se o grau do
polinbmio B(x) = x — 2 (grau 1) e soma-se com a ordem da
derivada de menor ordem contida na equagéo (ordem 1).
Isto resulta em um polinémio de grau 2; assm a solucéo
particular terd o seguinte aspecto: y, = Ax? + Bx + C. Na
sequéncia serd feito a substituicdo desta solucdo na
equacéo, observe:

yp=Ax*+Bx +C

Yo =2AX+B

yp!1 :2A

yp’1! :O

Aequagdoy'’’ -y’ =2y’ =x—2fica

0-2A -2.(2Ax+B)=x-2

-2A-B=-2
-4AXx =X »>-4A=1>A=-Ya e B=Y%
Portanto a solucéo da equacdo néo-homogénea
serd a soma da solugdo complementar com a solucéo
particular encontrada: y = C; + Coe™ + Cae® - Vax? + %X
(observe gque a constante C ndo foi encontrada no sistema
acima, mas ela ja esta representada pela constante C; da

solucéo homogénea).
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Qy" -2y =3*-2x+1
Resolvendo a equacdo homogéneay’’ ' — 2y’ '=0
temos:

r-2r'=0 - r’(r-2=0 - r;=0,r,=0e

ye = Cp + Cox + Cae*
O grau do polinémio B(x) = 3x* — 2x + 1 (grau
2) com a ordem da derivada de menor ordem contida na
equacdo (ordem 2) resulta em um polinbmio de grau 4;
assim a solucéo particular tera 0 seguinte aspecto: y, = Ax*
+ Bx® + Cx? + Dx + E. Achando as derivadas:
Yo=Ax'+Bx®+Cx*+Dx +E
Yo = 4Ax® + 3Bx* + 2Cx + D
Yo' = 12AX® + 6Bx + 2C
yp'’ = 24AX + 6B
Substituindo na equacgo y''’ — 2y"’ = 3x® — 2x
+1:
24AX + 6 B — 2.(12AX% + 6Bx + 2C) =
x*—2x+1
6B-4C=1
24AX - 12Bx =-2x — 24A - 12B =-2
S24AXP=3x% > -24A=3 5> A= Y
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B=Y% C=%

Portanto a solucéo da equacdo néo-homogénea
sera a soma da solucdo complementar com a solucéo
particular encontrada: y = Cy + Cox + Cae™ - ¥ x* - ¥, %3 -
¥ x* (observe que as constantes D e E ja estdo

contempladas pelas constantes C; e C, da solugédo

homogénea).
3.1.2.2 B(x) = &

Quando B(x) tiver a forma €%, a solucdo
particular (y,) sera da forma Ax"e®, onde h é o grau de
multiplicidade de k como raiz da equacéo caracteristica ou
auxiliar.

Exemplos:

D)y’ -4y +4y =3e*

Resolvendo a equacdo homogéneay’’ -4y’ +4=0

temos:

rP—4r+4=0 - r=2er,=2

ye = C1e¥ + Coxe*

A solucdo particular y, sera da forma: y, =
Ax?e® (observe que ja aparecia na solucdo da equacio

homogénea dois termos que dependiam de €, como as

88



Equagdes Diferenciais de Ordem N — Capitulo 3

solugbes precisam ser linearmente  independentes,
preci sou-se acrescentar o termo x°).

Derivando Yy, e substituindo na equagéo, tem-se:
yp = Ax°e™
Yo = 2Axe™ + 2Ax%e™
Yo = 2A€” + AAXe™ + AAXe™ + 4AXE
y' =4y +4y= 3
2A€” + AAXe™ + AAxe™ + 4AXE™ — 4(
2AXE™ + 2AX%€™) + 4.( Ax?e®) = 3™
2A=3 5> A=¥%
Solucéo geral da equacdo ndo-homogénear y =
C1™ + Coxe™ + ¥ x%e®,

2y’ -3y +2y=3¢"
A solucdo complementar seray. = Cie° + Coe>".
A solugéo particular terdaforma: y, = Ae™.

Derivando y, e substituindo na equagéo, temos:

yp=Ae*
yp’ - _Ae-X
yp” - Ae—X

y’' -3y +2y=3e* > Ae*-3.(-Ae¥)+2
Ae*=3e" 5> 6A=3 5> A=Y
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Solugéo geral da equacéo ndo-homogénea: y =
Cie + Ce™ + Yo,

3.1.2.3 B(x) = sen(kx) ou cos(kx)

Se B(x) tiver a forma sen(kx) ou cos(kx), a
solugdo particular (y,) sera da forma [Asen(kx) +
Bcos(kx)].x", onde h indica o grau de multiplicidade da
raiz imaginariaki como raiz da equagéo caracteristica.

Exemplos:

1)y’ +y = 4cos(x)

A solugdo complementar serd y. = C;cos(x) +
Cosen(x).

A solucdo particular tera aforma: y, = [Asen(x)
+ Bcos(x)].x (a necessidade da multiplicagéo por X, deve-
se a existéncia da solugdo complementar com 0 mesmo
aspecto da solucéo particular).

Derivando y, (derivada de um produto) e
substituindo na equagéo, temos:

Yp = [Asen(x) + Bcos(x)].x

Yo = [Asen(x) + Bcos(x)] + [Acos(x) -
Bsen(x)].x
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Yo' = [Acos(x) - Bsen(x)] + [Acos(x) -
Bsen(x)] + [-Asen(x) - Bcos(x)].x

y" +y = 4cos(x)

[Acos(x) - Bsen(x)] + [Acos(x) - Bsen(x)] + [-
Asen(x) - Bcos(x)].x + [Asen(x) + Bcos(x)].x = 4cos(x) —
2A =4 —» A =2eB =0 (no 2° membro da equacdo ndo
aparece sen(x))

Solucéo geral da equacdo ndo-homogénea: y =
Cicos(x) + Cpsen(x) + [2sen(X)]x.

@y’ -2y +y=sen(2x)

A solucdo complementar serdy, = C1€° + Cxe’.

A solugdo particular teraaforma: y, = Asen(2x)
+ Bcos(2x).

Derivando Yy, e substituindo na equagéo, temos:

Yp = Asen(2x) + Bcos(2x)

Yo = 2Acos(2x) - 2Bsen(2x)

Yo' =-4Asen(2x) - 4Bcos(2x)

y' =2y +y=sn2x) — -4Asen(2x) -
4Bcos(2x) — 2.( 2Acos(2x) - 2Bsen(2x)) + Asen(2x) +
Bcos(2x) =sen(2x) —» -3A+4B=1e-4A-3B=0 —
B=4% eA= "3
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Solucdo geral da equagdo ndo-homogénea: y =
C1€" + Cox€" - %5 5en(2x) + %55 COS(2X).

3.1.2.4 Todos 0s casos juntos
Nesta secéo sdo apresentados alguns exemplos

com 0s casos estudados até 0 momento. Veja como se

comporta a solugdo particular em cada situagéo.

Exemplos:
d’y ,d*y _dy
1 -3 +3—~-y=€"-x+16
@) dx* dx* dx y
Resolvendo a equacao homogénea
3 2
d y_3d y+3ﬂ—y=0 temos:

dx* dx®*  dx
rP—3r+3r—1=0 > n=1rn=1er;=1
Yo = C1€° + Coxe* + Caxe’
A solucdo particular terd a forma: y, = AX’€* +
Bx+C
Derivando Yy, e substituindo na equagéo, temos:
Yo =AX’& +Bx+C
Yo = 3AX°€ + Ax’¢ + B
yp' = BAXE + 3AXE + 3AX°E + AXE
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Yo' = BAE + BAXE + BAXE + 3AXE +
BAXE + 3AX%E + 3AX%E + Ax3el

3 2
d ¥—3d y ﬂ—y e* —x+16
dx dx? dx

6Aex+/6A/eX/%(ex+35x2€<+6A)e€(
3A»<2§+}A/ex+,ﬁ({ex 3(6Axé/+3A

W+3.(W{€+MQX+B)-W-BX-C:€—X

+ 16

6A=1->A=%,B=1e3B-C=16—>C=
-13

Solucdo geral da equacdo diferencial: y = C,€*
+ Coxe* + Cax’e + ¥ X3 + x — 13.

2 dy 8y = e* —8cos(2x)
dx

Resolvendo a equacdo homogénea

d’y ,dy
- -8y=0:
dx? dx y=

P—2r—8=0 - r=4er,=-2

yc - C1e4X + Cze-ZX
A solugdo particular terd a forma: yp, = A€’ +
Bsen(2x) + Ccos(2x)

Derivando Yy, e substituindo na equagéo, temos:
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yp = A€ + Bsen(2x) + Ccos(2x)

yp = A€ + 2Bcos(2x) - 2Csen(2x)

yp' = A€ - 4Bsen(2x) - 4Ccos(2x)

‘:;y gy 8y = &* —8cos(2X)

A€ - 4Bsen(2x) - 4Ccos(2x) — 2.(A€" +
2Bcos(2x) - 2Csen(2x)) — 8.( Ae* + Bsen(2x) + Ccos(2x))
= € — 8cos(2x)

(9A=1>A=Y

-4B+4C-8B=0— -12B+4C=0—->C=3B

-4C-4B-8C=-8— -4B-12C=-8—>
&Bz ¥ eC=¥%

Solugzo geral da equacgo diferencial: y = Ce*
+ Coe - Y & + ¥ sen(2x) + ¥ cos(2X)

@ 52 d” y 23y+y=16—3ex onde: y(0) =
y'(0) =
A solucdo complementar seray. = C,€° + Cox€".
A solucdo particular tera a forma: y, = A +
Bx%e*

Derivando Yy, e substituindo na equagéo, tem-se:
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Yo = A + Bx%€"
Yo = 2Bx€* + Bx€*
Yo' = 2B€ + 2Bxe" + 2Bxe* + Bx’¢"

d’y dy
-2—=+y=16-3¢"
dx?  dx y
2Be" + 2Bxe‘ + 2Bxe’ + Bx%& — 2.( 2Bx€" +
Bx%€) + A + Bx?€* = 16 — 3¢

A=16e2B =-3 > B = =% (observe que os

demais termos se anulam).

Solucéo gerad da equacdo diferencia: y = C,€*
+ Cox€ + 16 - ¥ x°€".

Neste problema, com condigdo inicidl,
precisamos ainda encontrar as constantes C; e C, da
solucédo geral, comy(0) = 1, obtém-se: 1=C; + 16 > C; =
-15.

Com a segunda condic¢&o, precisa-se determinar
a derivada da solugdo geral e redizar a substituicdo dos
valores, observe:

y = Cie + Cx€ + 16 - X >y = Cie +
Coe + Coxe* - 3xe* - ¥ X%

V0 =1-51=C+C, 5 1=-15+C, > C,
=16
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Portanto, a solugdo particular para a equacgéo
diferencia linear ndo-homogénea com condicdes inicias &
y = -15¢" + 16x€" + 16 - % x°€".

Neste ultimo exemplo, vocé deve ter percebido
a extensdo nos calculos. Quanto maior a ordem da derivada
na equacéo diferencial, mais condi¢des inicials apareceréo
para a descoberta das constantes. Se B(x) tiver muitas
peculiaridades, a solucdo particular de que trata o Método
dos Coeficientes a Determinar também sera extensa. No
capitulo 4 vocé tera a possibilidade de resolver tais
equacdes com o auxilio das Transformadas de Laplace, um
poderoso método para a resolucdo de algumas equacoes

diferenciais.

3.2 Coeficientes ndo - constantes

Até agui foram mostrados procedimentos
detalhados e sisteméticos para a construcdo das solucdes
fundamentais de equacBes com coeficientes constantes.
Para tratar de uma classe muito mais ampla de equacdes,
com os coeficientes varidveis, € necess&rio estender esta
pesquisa a solugdes além das funcbes elementares comuns
do célculo. O principa instrumento para que isto possa
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acontecer € o0 da representacdo de uma dada funcéo por
uma série de poténcias. A idéia bésica é semelhante a do
Método dos Coeficientes a Determinar: admite-se que a
solucéo da equacéo diferencial dada tenha uma expansdo
em série de poténcias e, depois, determinase 0s
coeficientes de modo a satisfazer a equacéo diferencial.

3.2.1 Sériesde poténcias

O emprego das s&ies de poténcias para
construir conjuntos fundamentais de solucdes de equactes
diferenciais lineares cujos coeficientes sgjam fungdes da
variavel independente € o que sera tratado neste momento.
Observe a equacgéo:

An.y(”) + An-l.y(”'l) + ... +Any + Aoy =B(X)

Agora, tem-se 0s casos em gque além de B(x), os
termos An, An1, Ana, ... , Az, A1, Ap também poderdo
depender de x.

3.2.1.1 Definigao

Uma série de poténciasem x - a é uma série
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infinitanaforma > c, (x-a)".
n=0

Exemplo: > (-1)"(x-2)"
n=0
Uma série como é também conhecida

como uma série de poténcias centrada no nimero 2.
3.2.1.2 Convergéncia

Para um valor especifico de X, uma série de
poténcias é uma série de constantes. Se a série é igua a
uma constante real finita para o x dado, entéo diz-se que a
Série converge em Xx. Se a série ndo converge em X, diz-se
que eladiverge em x.

Toda série de poténcias tem um intervalo de
convergéncia. O intervalo de convergéncia é o conjunto de
todos os nUmeros para os quais a série converge. Por sua
vez, todo intervalo de convergéncia tem um raio de
convergénciaR.

Uma série de poténcias representa uma funcéo:

f(x) = ch (X=a)" = o+ ci(x—a) + cox—a)® + ca(x—a)° + .
n=0

cujo dominio é o intervalo de convergéncia da série. Se a
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série tiver raio de convergéncia R > O entdo a funcéo f(X)
serd continua, diferencidvel e integravel no intervalo (a —
R a+R).

Este livro ndo tem como objetivo abordar com
mais detalhes 0 assunto de séries de um modo geral. O
interesse, aqui, esta em saber como as séries de poténcias
poder&o auxiliar na resolucdo de equacdes diferenciais com
coeficientes variaveis. A leitura de outra referéncia para o
assunto ficard a cargo do leitor.

Passa-se agora para aguns exemplos da
utilidade das séries nas equactes diferenciais.

Exemplos:

Dy’ -xy=0

Supondo que a solucdo da equacdo pode ser
escrita no formato:

Yy = Co + CiX + X% + X + ... (Uma S&rie
centrada em zero)

Usando a mesma idéia do Método dos
Coeficientes a Determinar, tem-se:

y' = €1+ 20X + 3Cax? + 4 + ...

y'' = 2C, + BCaX + 12C4x% + 2005 + ...

Substituindo na equagao:

Yy’ —xy = 0 — (2c; + 6Cax + 12¢,x% + 20csx’
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+..)=X(Co+ X + X2+ +....) =0
2cc=0 > ¢ =0

Co

6C; —cp=0—>cC3 = E

_ _G
12¢c,—c1=0—> 1= —
4 1 4 12

c

20— =0—> 5= 2—8 —>c=0
c C

30cs—C3=0—>Cg= —=—>Cg= —2

30 180

Solucdo geral: y = cp + Cix + C—é’x3+ 101—2x4+

(2 (1-x)y" +y=0

Supondo que a solucdo da equacdo pode ser
escrita no formato:

y = Co + X + X + ¢ + ... (uma Série
centrada em zero)

y' = €1+ 20X + 3cax? + 4 + ...

y"' = 2C, + 6CaX + 12C4x% + 20C5> + ...

Substituindo na equagéo:
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(1=xX)y" +y=0— (1—x)(2c; + 6Csx + 12¢4x°

+20csx° +...) + (Co+ Cix + X2+ cx’ + ....) =0

—C
2c,+Cc=0 > ¢, = 20
—-Cc,—C
6Cc; —2c,+c;=0—>c3 = S
-c,—2C
12c,—6C3+C,=0—>cp= —2 =12
4 3 2 4 24
............................... —>C= ...
Solucéo geral: y = o + CiX - oxz-c"—;clx?‘-
Co+26 4
24

Exercicios3.1

1. Resolver a equacéo:

4 3 2
Ay, dy 34y ¥ 5y

+
dx*  dx® dx dx

2. Determinar a solucéo geral das seguintes equacoes:
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4 2
a) d ¥—4d 2/:3x3—2x+1
dx dx
4
b) Y 16y - 3sen(2x)
X
d’y dy
—2Y _gy=e*-8cos(2
C) o o y=e cos(2x)

3. Pelo Método dos Coseficientes a Determinar, resolver as
equacOes diferenciais:

3 2
a) Mer y+ﬂ+ y = xe*

d<® dx® dx

d’y dy
b) — —3—= + 2y =e*.sen(2x
)dx2 dx y (2%)

4. Resolver, utilizando séries de poténcias, a egquacédo
diferencial abaixo:

d?y dy
~(x+) 2 -y=0
dx? (X+)dx y

5. Resolver a equacéo:

4 3 2
d 3/_2d 2/+d 2/_ «
dx dx®  dx
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6. Determinar a solucgéo geral das seguintes equagoes:

3 2
dY 30 3V o216

a
) dx® dx? dx

2

b) Z Y, 25y = 6sen(x) + cos(2x)
X

2

7. Resolver as equagOes diferencials com condigOes
iniciais:

d’y
a ——-64y=16 com y0)=1, y(@0)=0
X
d?y Vs
b) v + y =8.c0s(2x) — 4.sen(x) com y(E) = -1,
X
T
1 R :O
y(2)

8. Nas equacdes abaixo, utilizar o Método dos Coeficientes

a Determinar:

ay’ -9 =54

b) 2y’ -7y’ +5y = 30x - 3
y'+4y +4y=2x+6

dy’ -2y -3y=4€"-9

ey’ +4y = 4cos(x)+3sen(3x) —8
f) 2y’ -3y’ - 3y’ +2y = cosh(x)
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gy’ +y +y = xsen(x)

h)y" —5y" + 6y =2x + 3e™
)y’-y=3sen(x)—e* +1

Dy +4y = 3e®—x—2sen(2x)

Ky +9y = (x*+2)e”

)y’ —6y" + 9y = €e‘.sen(x)
m)yY+2y"-3y” =x*+36* + 4sen x

9. Resolver, utilizando séries de poténcias, as equacdes
abaixo:

a(@1+x)y ' +xy-y=0
b) x.y’ - (X +2).y = - 2x* — 2x

10. Encontrar a solucéo das equacdes diferenciais abaixo:

a)y +4y +3y=x

b) y +9y = (x*+1)e*

gy -7y +6y=(x-2)e
d) y -5y +6y=2¢"

ey -y-2y=2¢e"

f)y +ky=x’
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g) Y +2y +5y=2cos(X)
h) vy +4y = cos(2x)

i) y —y=3e" cos(x)

11. Nos problemas abaixo, encontrar a solucdo das

equagdes homogéneas de 22 ordem:
ay -2y +2y=0
b) y -2y +6y=0
0y +2y -8y=0
dy +2y +2y=0
ey +6y +13y=0
f) 4y +9y=0
gy +2y +1,25y=0
h) 9y +9y —4y=0
)y +y +125y=0
Yy +4y +6,25y=0
9 { y + 4y‘: 0
y(0)=0; y (0)=1

{ y +4y +5y=0
y(0) =1 y(©0)=0
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{ y -2y +5y=0
m)

V() =0,y (%) =2
0 y +y=0
Y(74) =2 y () =—4
{y +y +1,25y=0
¥(0) =3 y(0) =1

Yy +2y +2y=0
& {y(%) 2y ()=~
qy-2y+y=0
)9y +6y +y=0
9 4y —4y -3y=0
t) 4y +12y +9y=0
u)y —2y +10y=0
V) y -6y +9y=0
w) 4y +17y +4y=0
X) 16y + 24y +9y=0
y) 25y —20y +4y=0

2) 2y +2y +y=0
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A4

TRANSFORMADA DE
LAPLACE

Neste capitulo sera apresentado um método de
resolugdo de equacdes diferenciais lineares de ordem n
com coeficientes constantes e condigdes inicias, ou seja, a

Transformada de Laplace.
4.1 Definicao

Seja f(t) uma funcdo dada para t > 0, e
suponhamos que f obedeca a certas condigdes de
continuidade, a transformada de Laplace de f, que sera
simbolizada por L{f(t)} ou por F(s), se define pela

equacao:

L{f(t)} =F(s) = j:’ e f (t)dt
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As condigdes de continuidade colocadas acima
para a funcdo f sdo: a primeira define que a fungdo deva ser
continua por partes e a segunda que a fungdo deva ser de

ordem exponencial, ou seja, que existam as constantes M, C
e T tais que | f (1) < Me®para t>T.

Além disto, na integral acima, aparecem alguns
conceitos vistos em Caélculo para integrais improprias.
Vocé deve fazer uma leitura de integrais que envolvem o
simbolo de infinito (c0) em uma referéncia apropriada para
0 assunto.

Também ¢ importante lembrar que as fungdes
neste capitulo serdo definidas por f(t), uma vez que uma
grande quantidade de problemas praticos trabalha com o
tempo (t) como sendo a varidvel independente.

Exemplos:

(1) Calcular a transformada de Laplace da
funcdo f(t) = 1 parat>0.

L{1}=re’5‘.1dt e
0 s . S
(2) Calcular a transformada de Laplace da

funcio f(t) = €™ parat>0.

108



Transformada de Laplace — Capitulo 4

L{e*} = J': e .edt =

0

—— :;s>a

I ? e@-9t gt _ 1 elasi
0 , S-a

a—=S

(3) Achar a transformada de Lalace da fungdo

f(t) = sen(at) parat > 0.

L{sen(t)} j:’ e sen(at)dt ~

00

e
a

(_—1 e .cos(at) - I .cos(at)dt)
a

0

—st —st *®
e

(e cos(at) - 2. [ senat) + [=
a a a

.sen(at)dt])

0

o0

a2

s’+a

a

= :$>0
s’+a’

-1 __ S _
—(—e " .cos(at) - —-.e¥.sen(at))
a a

0

Omitiu-se neste ultimo exemplo alguns passos
nas integrais por partes que apareceram; constata-se entao
que quanto mais complexidade apresentarem as fungdes,
suas integrais nao serdo operacionalizadas de forma

simples. Para tanto, dispde-se de algo que ja estd calculado
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e aparece em varias referéncias que tratam de equagdes
diferenciais.

Assim como no célculo vocé tem a facilidade
das tabelas de integrais e derivadas, aqui serd usada uma
tabela para as transformadas de Laplace, pois, como foi

visto, trata-se de uma integral imprépria.

4.2 Tabela

Abaixo, aparece uma tabela com algumas
fungdes que surgem no calculo das equagdes diferenciais
que serdo trabalhadas na seqiiéncia do assunto. Existem
outras referéncias, onde vocé podera encontrar mais de 100
fungdes tabeladas para a transformada de Laplace;

restringiu-se, aqui, as mais utilizadas neste capitulo.

ft) L{f(O);
L. 1 1
S
2 t 1
S2
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F , N um inteiro positivo
4. e !
s—-a
5. sen(kt) k
s’ +k?
6. cos(kt) S
s’ +k?
7. te 1
(s-a)’
8. the n! inteiro posit
m , N um inteiro positivo
9. % sen(kt) ko
(s—a)’ +Kk’
10. e* cos(kt) __s-a
(s—a)’ +Kk’
11. t sen(kt) 2—k3
(s> +k*)?
12. t cos(Kt) s’ -k

(s> +k*)’
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13. | asen(bt) —bsen(at) 1
ab(a’ —b%) (s’ +a’)(s* +b?)

14. cos(bt) — cos(at) S
(@’ -b?) (s> +a’)(s’ +b?)

4.3 Propriedade

A transformada de Laplace ¢ um operador
linear, ou seja:
L{cifi(t) + cofa(t)} = i L{fi(t)} + c.L{fx(t)}
O mesmo vale para a transformada inversa de
Laplace, que serdao usadas quando da resolucdo de

equacdes diferenciais.

4.4 Teorema (Transformada de uma Derivada)

Se f(t), f ’(t), f (), .., £ @ Y (t) forem
continuas em [0, +oo[, de ordem exponencial, e se ®™(t) for
continua por partes em [0, +oo[, entdo: L{f ™(t)} = s"F(s) —
s™(0) — s™*£(0) - ... - £ ™(0), em que F(s) = L{f(t)}.
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Como L{f ™(t)}, n> 1 depende de f(t) ¢ de suas
(n — 1) derivadas no ponto t = 0, a transformada de Laplace
¢ apropriada para problemas lineares de valor inicial com
coeficientes constantes. Esse tipo de equagdo diferencial
pode ser reduzido a uma equacgdo algébrica na fungdo
transformada F(s). Veja alguns exemplos:
(1) y” =5y’ + 6y = sen(t)
¥(0) =0
y’(0)=0
Aplica-se a transformada de Laplace nos dois
lados da equacao diferencial acima, assim:
L{y”” =5y’ + 6y} = L{sen(t)}
De acordo com a propriedade 4.3 temos:
Liy”} —5L{y’} + 6L{y} = L{sen(t)}
Usando o teorema acima e a tabela:

$Y(9) - 5Y(0) — ' (0) = 5(sY(9) - Y(0)) + 6Y(s) =

+1

Y(9).[§ — 55+ 6] =

s’ +1

- |
(S2 4+ 1)(s—2)(5-3)

Y(s)
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Surge, entdo, um caso de fragdes parciais, visto
que a expressao acima ndo se encontra tabelada, a menos
que estes termos estivessem todos separados por somas,
assim:

1

Y(s) = 5 =
(" +I)(s—-2)(s-3)

As+ B C D
5 + +
s“+1 s-2 s-3

Seria interessante que o leitor fizesse uma
revisdo de fragdes parciais (Calculo) antes de continuar os
exemplos desta secdo.

1

Y(s) = . -
(s +1)(s—2)(s-3)

As+ B C D
> + + =
s°+1 s-2 s-3

(As+ B)(s—2)(S—3)+ C(s? +1)(s—3)+ D(s> + 1)(s—2)
(s> +1)(s—2)(s-3)

Fazendo s=2, obtém-se: -5C=1—> C= —%

Fazendo s=3, tem-se: 10D=1—->D = %

Para descoberta de A e B, existira a necessidade

de fazer a comparagdo das expressdes algébricas:
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As que conttm S’ s30: A+C+D=0—> A= %
As que contém 0s termos independentes sao: 6B

3C-2D=1->B= L~
10

Assim, a expressao que era desconhecida, agora
passa a ser:

1 —_
(s> +1)(s=2)(s-3)

Y(s) =

1.1 -1 1
1010, 5 10
s +1 s—-2 s-3

Usando a transformada inversa (via tabela),
obtém-se:

2t 1 3t
—C

10

1 1 1
t) = —cos(t) + —sen(t) ——e™ +
y(t) 10 (t) 10 (t) 5

(resposta final da equacao diferencial).

(2) yn i 6y9 + 9y — tze3t
y(0)=2
y'(0)=6
Aplica-se a transformada de Laplace nos dois

lados da equacdo diferencial acima, assim:

L{y” — 6y’ + 9y} = L{t’*"}
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$Y(9) —sy(0) -y (0) = 6(sY(9) —¥(0)) + 9Y(s) =

(s-3)°

Y(s).[s =65+ 9] = +25-6

2 2

O e 53

Passando diretamente para a tabela, obtem-se:

y() = t'e + 2¢" (resposta final da

equacao diferencial).

4.5 AplicacOes de equacoes diferenciais

As aplicagdes de equagdes diferenciais vao
desde 4reas como a Biologia, Medicina, Economia,
Administragdo, entre outras, passando por dareas que
enfatizam melhor o Calculo, como nas Engenharias. Sao
apresentados nesta secdo trés exemplos resolvidos e, na
seqiiéncia, uma série de problemas propostos que
envolverdo as equacdes diferenciais. No primeiro exemplo,
utiliza-se conhecimentos de equacdes diferenciais de 1?

ordem para a resolucdo, ja nos exemplos 2 ¢ 3, a
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transformada de Laplace sera utilizada para melhor

resolver os problemas.

Exemplo 1:
A altura h da 4gua que estd fluindo >,

através de um orificio no fundo de um

tanque cilindrico ¢ dada por: W 7y
—%Mgh g =18 m/s’

Em que Ay e Ay sdo as areas das

seccOes transversais da agua e do ( A‘L, 1y

orificio, respectivamente. Resolva a U
equacdo diferencial se a altura inicial da 4gua era 20 m, A,,
=37,5m’ e Ag = % m”. Quando o tanque estard vazio?

Solucao:

1
DA g S @:—A«/Z.l&h BN

at A, dt 375
dh dh 1
L Ben » A1y
dt 150 6Jh 150 ”

%x/ﬁ :%t+C — Substituindo a condigdo inicial —

%\/E:c
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Assim; —\/_ —t 1\/_

150

O tanque estara vazio quando h = 0; logo: %t = %\/20
— 1 =50v/20 > t= 223,61 s.
Exemplo 2:

A equagdo diferencial para a carga instantanea q(t) no

capacitor em um circuito em série ¢é

L
dada por: /m\ o

Eit

’ER

a N FcdTEY

Um circuito em série contém um

C

indutor, um resistor e um capacitor para os quais L= '
henry, R= 10 ohms e C=0,01 farad, respectivamente. A
voltagem: E(t) = 20 volts. Sabendo que q(0) =0 e q’(0) =

0, qual ¢ a carga q(t) conforme a situagdo exposta acima.

Solucao:
1% 1099, 1 g0 5 995099, 500 - 40
24 dt 0,0l dt dt

— Aplicando a transformada de Laplace, de ambos os
lados, tem-se: SQ(S) — sq(0) — g (0) + 20(sQ(s) — g(0)) +
200Q(s) = 40/s
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40

Q(9){s + 20s + 200} = 40/s > Q(s) = S(s + 205+ 200)

(Este valor ndo esta tabelado e precisard passar por fracoes
parciais e alguns acertos algébricos, para que possa ser
encontrada a resposta no item 4.2)
40 A N Bs+C

S

S = = - =
QAs) S(s” +20s+200) s* +20s+ 200

A(S® +20s+200) + (Bs+C)s
(S +20s+200)

200A=40—>A=%

A+B=0->B= _?1

20A+C=0—->C=-4

il
_/5 5 o —
Q(s) = s + < 1 2051 200 Ou ainda: Q(S)

1 -1
ﬁ+ (~Y)(s+10) L2
S (s+10)> +100 (s+10)*> +100

Aplicando a transformada inversa, conforme item 4.2, tem-

S¢C:

A carga: q(t) = % - %e_lm cos(10t) — % e'"sen(10t)
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Exemplo 3:

Num sistema massa-mola tem-se a equagao:
u” + 4u=3.cos(t) %

Achar a solu¢do da equacdo, dadas as condicdes:

w(0)=2 e w(0)=0 m

Solucao:

Aplicando a transformada de Laplace na equagdo acima,

tem-se:
SZU(S) —su(0) —u'(0) + 4U(s) = 238
s +1
SU(s) 2. s+ 4U(s) = 5238
UL A= >+ 28 > U= o+
s +1 (s* +1)(s* +4)
2s
s’ +4
ut) = 3 cos(2h) — cos(t) + 2cos(2t) — ut) =

(1-4)
cos(2t) + cos(t)
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Exercicios4.1

1. Em Matematica Financeira, quando temos um capital
cuja capitalizacdo ¢ feita de maneira continua, a
quantidade de dinheiro C aumenta a uma taxa proporcional
a quantidade presente em qualquer tempo:
dC/dt =1.C (i ¢ a taxa anual de juros)
(a) Encontre a quantidade de dinheiro acumulado no
final de 5 anos, quando $5.000 sdo depositados em
uma poupanga com taxa anual de juros de 5,75% e
capitalizag¢do continua.
(b) Em quantos anos a soma inicial depositada

duplicard?

2. Um corpo de massa m caindo através de um meio
viscoso encontra uma forca de resisténcia proporcional ao
quadrado de sua velocidade instantanea. Nessa situagdo a

equacdo diferencial para a velocidade v(t) ¢
mv'=mg—kv’, em que Kk é uma constante positiva de

proporcionalidade. Resolva a equagao sujeita a v(0)= Om/s.

121



Transformada de Laplace — Capitulo 4

3. Uma forga E(t) de 100 volts ¢ aplicada a um circuito R-
C em série no qual a resisténcia ¢ de 200 ohms e a
capacitancia, 10 farad. Encontre a carga ((t) no capacitor
se (0) = 0. Encontre a corrente i (t). (Sugestdo: observe a
equagdo do exemplo 2 do item 4.5 e lembre-se que a

corrente ¢ a derivada da carga)

4. Quando um bolo ¢ retirado do forno, sua temperatura ¢
de 280° F. Trés minutos depois, sua temperatura passa para
180° F. Quanto tempo levara para sua temperatura chegar a
75 graus, se a temperatura do meio ambiente em que ele
foi colocado for de exatamente 75° F? (Sugestédo: utilize a
lei de resfriamento de Newton: dT/dt = k(T — Ty,) onde k ¢
uma constante de proporcionalidade e Ty, ¢ a temperatura

constante do meio ambiente)

5. Uma forga eletromotriz (fem) de 30 volts ¢ aplicada a
um circuito em série L-R no qual a indutancia ¢ de 0,5
henry ¢ a resisténcia, 50 ohms. Encontre a corrente i(t) se
i(0) = 0. (Sugestao: observe a equacdo do exemplo 2 do

item 4.5)
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6. A equacdo diferencial para a carga instantanea q(t) no

capacitor em um circuito em série € dada por:
2
L%Jr R%+éq = E(t)
Um circuito em série contém um indutor, um
resistor € um capacitor para os quais L= %
henry, R= 10 ohms e C=0,01 farad,
respectivamente. A voltagem:
Et)=| 30,0<t<3
0,t>3
Considerando q(0) = 0 e q’(0) = 0, qual ¢ a carga

q(t) conforme a situacdo exposta acima.

7. Nos exercicios abaixo, use a transformada de Laplace

para resolver as equagdes:

d'y  d'y _d’y dy
-4 +6 -4—+y=0
) dt* dt? dt? dt y
y(0)=0, y©)=1, y’0)=0, y0)=1
2
by IV oWy e

dt? dt
y(0)=2, y(0)=-1
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d’y _dy _
9) e +2E+5y:4cos(2t)et
y(0)=1, y(0)=0
d*y
<Y y-o
)dt“ Y
y0=1, y(0)=0, y’0)=1, y”(0)=0
d’y ,dy
e) e —2E+2y=cos(t)

yO =1, y(0)=0

d'y d'y _d’y dy
+—2 7= 2 T i6y=0
f)dt“ dt’ dt> dt y
y0) =1, y(0)=0, y’(0)=-2, y70)=-1

)y + ft) ft) +1, 0<t<«l
=1(t), em que =
gyTy q _1, t>1

y(0)=0
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8. Resolver as equagoes diferenciais:

2

a) (thy+9y:cos(2t)+et
y0) =1, y(0)=0
d’y t0<t<l

b +4y=

)dx2 Y {O,tzl

yO =1, y(0)=0

L0<t<~x

c)y”+ y’+ 1,25y =g(t) onde g(t)=
)y”ty y=g(t) g(t) {o,th

y(0)=0 ¢ y’(0)=0

d)y”+ 2y’+2y=h(t) y0)=0-¢e y(0)=0

0,0<t<nx
onde h(t)= <Lz <t<2rx
0,t>2r7

¢) Num sistema massa-mola tem-se a equagao:
u”+ 0,125+ u = 3.cos(t)
Achar a solugdo da equagdo, dadas as condigdes:

u0)=2 e u(0)=0

f) A equacao diferencial para a carga instantanea q(t)

no capacitor em um circuito em série ¢ dada por:

125



Transformada de Laplace — Capitulo 4

d’q ,dq 1

LT3+ R p +Eq = E(t); um circuito em série

contém um indutor, um resistor € um capacitor para
os quais L= 1 henry, R= 10 ohms e C=0,01 farad,

respectivamente. A voltagem:

E(t)= (10,0<t<3
0,t>3

Considerando q(0) = 0 e q’(0) = 0, qual ¢ a carga

q(t) conforme a situagao exposta acima.
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SERIES DE FOURIER

Em 1822 o matemético francés Joseph Fourier*
apresentou sua obra Theorie Analytique de la Chaleur,
onde apresenta um tratamento matemético sobre o
problema da conducdo térmica. Desde o século XVII, com
0 desenvolvimento do céculo diferencia, fisicos e
matematicos conseguiram descrever inimeros fendbmenos
por meio das equacOes diferenciais. Em seu tratado,
Fourier ndo apenas apresenta uma solucdo para a equacéo
do calor, mas também uma forma para resolver inimeras

equacOes diferenciais parciais.

! FOURIER,Jean Baptiste Joseph. (1768 — 1830). Estudou a teoria
matematica de conducgdo do calor. Estabeleceu equagbes diferenciais
parciais referentes a difusdo do calor e solucionou-as usando séries de
funcbes trigonométricas.
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5.1 Definicao

Uma série de Fourier, € a representacdo de uma
funcdo periddica como uma soma de funcBes periddicas
simples, particularmente, co-seno e seno. Para que se possa
escrever uma fungdo periodica com os resultados
discutidos por Fourier, apresenta-se a defini¢do primeira de

uma série trigonomeétrica.
5.1.1 Definigao

Chama-se série trigonométrica a uma série da

forma:

% + 8, coS(x) + b,sen(x) + &, COS(2X) + b, SeN(2X) + ......

ou, sob uma forma mais compacta:

% + i (a, cos(nx) + b, sen(nx)) (1)

n=1

As constantes a,,a,,b, (n = 1,2,3,...) sdo os

n’
coeficientes da série trigonométrica.
Se a sé&rie (1) convergir, a sua soma € uma

funcéo periddica f(x) de periodo 2r, dado que sen(nx) e
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cos(nx) sdo funcBes periddicas de periodo 2rt. Neste livro,
ndo serd tratado a convergéncia ou divergéncia de séries,
tal estudo, demandaria um capitul o especifico paratal.

5.1.2 Deter minagao dos coeficientes da série

Suponha que a funcdo f(x), periddica e de
periodo 2n, possa ser representada por uma Série
trigonométrica convergente para f(x) no intervalo (-r,n),
isto é, que sgja a soma desta série:

F(x) = % +3(a, cos(n¥) + b, sen(n¥) @

n=1

Suponha, ainda, que a integral da funcédo do
primeiro membro desta igualdade é igual a soma das
integrais dos termos da série (2), isto é possivel desde que
a série proposta convirja absolutamente. A série pode entéo

ser integradatermo atermo de-r ant:

jﬂf (X)dx = i%dx + 2 (;f a, cos(nx)dx +I[bnsen(nx)dx) ®)

n
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Calculando as integrais separadamente, obtém-

j%dx = 7.8, '[an cos(nx)dx) =0 '[bnsen(nx)dx) =0

Assim:

s

If&ﬂx:T%HX:mq

=7

%ziju@m
7[*”

Para calcular os outros coeficientes da Série,
utilizam-se as seguintes integrais auxiliares; sen ek forem
inteirosesen Kk, tem-se;

Vs v

J' cos(nx).cos(kx) dx =0 I cos(nx).sen(kx) dx =0

=T =T

]E sen(nx).sen(kx) dx =0

Esen=k:
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T cos’ (kx) dx = j sen(kx).cos(kx) dx = 0

-

j sen? (kx) dx = 7t

Para determinar a, para k=0, sera
multiplicado os dois membros da igualdade abaixo por

cos(kx):

j f(X)dx = I{Z"dx + g(:[an cos(nx)dx +Irbnsen(nx)dx)

-

]r’ f (X) cos(kx)dx = ]Z%cos(kx)dx + i(ian cos(nx) cos(kx)dx + j.bnsen(nx) cos(kx)dx)

T f (X) cos(kx)dx = a, jfcos2 (kx)dx = a, .7

a =1+ j £ () cos(kx)dx
T,

De modo andogo, a se proceder a

multiplicacdo da expressao (3) por sen(kx), obtém-se:
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b =+ j f (x)sen(kx)dx
ﬂ-fzr

Ex.1: Dada uma funcdo periddica de periodo 2n definida
como segue: f(x) = x*> onde -n < x < =, cacular os

coeficientes de Fourier e escrever a série trigonomeétrica:

3

1% 1 X" 1 [ 221 278
= = Xdx = =, —| = = |Z2_4+2 |= =
% 7Z'_‘!-[ r 3 T [3 3} 3

-

27
3

& = 1 _[ x“cos(nx)dx =1 X2 sen(nx) _ Isen(nX) oxdx "=
7T 7|7 n n .

1 4
1 {Xz.sen(nx)+2xco§(nx)_isen(nx)}
r n n n .
4
a1:1|:4ﬂ'COS(n7T):|: —? n:l,3,5
2
7L 4 n=2456...
n
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b, = R sen(nx) dx
T

§ =

:1[_ Xz.cos(nx) 2xser;(nx) —cos(nx)} =0
T n n n .

f(x) = x* =
2
%—%cos(lx)+ 4 cos(2x)— 4 cos(3x)+ 4 > COS(4X)...

Ex.2: Dada uma fungdo periodica de periodo 2n definida
como segue, calcular os coeficientes de Fourier e escrever
a série trigonométrica:

—7<X<0
fx) = X,—7 < X
2X0< X<
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_ 1 0 Vq _1
oh = ; Urxcos(nx)dx+ E[Zxcos(nx)dx} e

% ,n=1,3,5, ...

0
1 1 _
{;;;(X)S(ﬂ;z) —';;;} - -

1 lo x —3zcosnz
bh= — sten(nx)dx+'[2xsen(nx)dx}: 1=
z P

- 0 n
B 3/n n=135..
N ~3/n n=246..
f(x) =

T— E(:os(x) + 3sen(x) — ic:os(3x) — §sen(2x) +...
V4 o 2

5.1.3 Propriedade

Observe a propriedade seguinte de uma fungéo

f(x) de periodo 2r:
V3 A+27m
j p(x)dx = j @(x)dx A - ndmero qual quer
- A
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A propriedade mencionada significa: A integral
de uma funcdo periddica ¢(x) sobre um segmento
arbitrario de comprimento igual ao periodo tem sempre o
mesmo valor.

Como resultado da propriedade acima, tem-se a

simplificagéo de alguns célculos:

o = L[ be I [7x)sen(nxdx
7 o 7

1 A+27
= — I f(x)cos(nx)dx
T A

Ex.: f(x) = x de periodo 2 sobre 0 segmento 0 < x < 2n

2r
=27

0

1 cor x? 1
= —| Xdx=— =
% 7['[0 2

2z
_ lj'hxcos(nx)dx _ l{x. sen(nx)_cos(znx)} g
/R Vi n n

0

bn = 1 IZﬂxsen(nx)dx _.2
T 90 n
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f(xX) =m - sen(X) - %sen(Zx) - % sen(3x) - % sen(4x) - ...

5.1.4 Sériesde Fourier de fungdes pares e impares

Tendo o desenvolvimento de Fourier de uma
funcdo f(x) impar, o produto f(x).cos(nx) € uma fungéo

impar e f(x).sen(nx) uma funcéo par, logo:
&= = j f(x)dx=0
72' -
1 ¢~
an = — I f (x)cos(nx)=0
7[ -

b= = [" f(sen(nx) _2 [ f (9sen(nx)ax
T v T 0

Em conseqiiéncia do exposto acima, a série de
Fourier de uma funcéo impar apenas contém senos e a série

de Fourier de uma fungéo par apenas contém cossenos.
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5.1.5 Sériesde Fourier de funcbes de periodo 2/

Como uma grande parte dos problemas praticos
gue envolvem as séries de Fourier trata de periodos que
envolvem numeros inteiros, procurou-se nesta Secao
abordar periodos quaisquer 2/ . Assim, os coeficientes de

Fourier podem ser generalizados como:

_1p
%= L}f(x)dx

1 NzX
an = 7 J:/ f(x) COS(T)dX

1 Nzx
by = [, f(x)sen[Tde

F(9 =2+ (& cost) + b,sen(")

Ex.1: Apresentar o desenvolvimento em série de Fourier da
funcéo periddica f(x) = |x|, de periodo 2/ = 6, definida no
intervalo [- 3, 3].
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COoS COS3—7ZX
|| — ﬁ_ ﬁ 4 + 14 + = E_ 4_3
2 7 1 32 2 2-
37X
COS— COS——
+ 23 +
1 3

Ex.2: Achar a série de Fourier para afungdo com periodo
4, dada por:
f(t)=t -2<t<?2

Primeiro, calcula-se os coeficientes de Fourier; entretanto,

como f(t) =t nointervalo solicitado € umafuncéo impar,

tem-se que:

2

ao=§jtdt=o
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2
a, =Ejtcosﬂdt =0
47 2

2
b, == [tsin ™ ot
PR A

2
XEJ.tSinnﬂt It—ftd( cosnyztlz)
2977 2 nzl2
2
= —i{t cosﬂ} 2 cos—dt
nrz 2 |, nmy
. 2
__2 (2cosnr— 0)+£{M}
nz nz| nzxl2 ],
4
= ———cosnr
nz
Ou sga
blz—ﬂcoszzz—
T T

b, = —icos&r -4
2r 2r

b, = —icossn -4
37 37

b, = —iCOS47r __4
4r 4

4 4 . ,
b, = ———c0s57 = — assim por diante.
o o
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A série trigonométrica ser&
1 = .
f(t)= E(O) +Y b, sinnat onde w= r/2

n=1

=D, Sinwt + b, Sin2at + b, SiIN3wt + b, Sin4wt + b, SiIN5at + ...

:ﬂsina)t—isinZa)t+isin3a)t—isin4wt+£sin5a)t+...

T 2r 3r 4r 5r
~ 2 Asnot - Lsin2ot + Lsin3wt - Lsindot + Zsin5et +..)
71 2 3 4 5

5.1.6 S&riesde Fourier somente em senos e co-senos

Nesta se¢éo sdo apresentados os coeficientes de
Fourier para uma funcdo f(x) qualquer, podendo
desenvolvé-la a vontade, numa série de senos ou de co-
senos, véidano intervalo de (0,n).

Para o desenvolvimento em co-senos, 0s

coeficientes a, se determinam pela férmula:
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= ET f (X) cos(nx)dx
T 0

Para o desenvolvimento em senos, 0sS

coeficientes b, so dados por:
2 A
by = = [ £ (x)sen(nx)ax
T 0

Devido a esta abrangéncia para o0
desenvolvimento de fungbes em séries de Fourier,
podemos concluir que uma funcdo f(x), que ndo sga nem
par nem impar, pode ser desenvolvida no intervalo (0,r)
numa série de senos ou de cossenos, ou ainda numa série
de senos e cossenos. E importante notar, entretanto, que a
série de Fourier em senos e cossenos correspondentes a
f(x) no intervalo de (-rt,) € Unica, 0 Mesmo ndo acontece
quando o intervalo se reduz a (O,n), neste caso ha uma
infinidade de séries em senos e cossenos juntos, que
satisfazem a funcéo.

Apresentamos, a seguir, dois exemplos de
desenvolvimento de Fourier, apenas em séries de senos ou

de cossenos.

Ex. 1: f(X) =x = [0, n] em séries de senos.
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Senx senzx
=2 — +...
[ 1 2 }

Ex. 2: f(X) =x = [0, n] em séries de cossenos.

4 [cosx ~ cos3x . }

X =
1 32

r_
2

5.1.7 AplicacBes das sériesde Fourier

Torna-se relevante notar que se podem fazer
aproximagdes de funcBes por séries, até mesmo porgue
muitas vezes nem chegamos a conhecer a fungcdo em sua
forma analitica quando trabalhamos com experimentos,
sejam eles em campo, laboratdrio, trabalho ou no dia-a-dia.
Cabe, no entanto, ressatar que quando se desga uma
aproximagdo muito boa para uma fungdo nas vizinhangas
de um ponto, a série de Taylor seria uma boa escolha,
porém, a funcdo em questdo deve obedecer algumas
restrigdes, como ser suave, no sentido que podemos deriva-
la até uma determinada ordem. Além disso, esta
aproximacao é local, e ndo global como no caso das séries
de Fourier. Para funcBes periddicas a série de Fourier é

muito mais adequada para fazer tai s aproximacoes.

142



Séries de Fourier — Capitulo 5

A seguir, utilizase uma ferramenta
computacional para representar uma fungcdo, que

chamamos onda quadrada:

f(x) = (4

T

sin(3x) . sin(5x) . sin(7-x)

sin(x) +
5 7 )

Notar que, com quatro parcelas, ja ocorre uma
aproximacdo da funcdo desgada. Se fossem infinitas, o
resultado seria uma forma perfeita para a representacéo da
funcéo:

f(x):{ -1 —-7<x<0

1 O<x<rm
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Em cursos de engenharia ou tecnologia na area
elétrica, por exemplo, considerase a onda um sinal
elétrico, sendo que a primeira parcela sendo nula indica
gue o sinal estaria acima e abaixo do nivel zero. Assim,
pode-se dizer que ela é o componente de corrente
continua do sinal. A segunda parcela [(4/x). sen(x)] tem o
mesmo periodo ou mesma frequéncia (inverso do
periodo) do sinal. Por esta igualdade, € chamada oscilacdo
fundamental do sinal. As parcelas seguintes tém
freqiéncias multiplas [(4/3r).sen(3x), (4/5r).sen(5x), ...]
da fundamental e sdo chamadas oscilacdes har monicas ou
simplesmente harmonicos do sinal. Portanto, pode-se
dizer que todo sina periodico é formado por um
componente continuo (que pode ser nulo), uma oscilacdo
fundamental e oscilagdes harmbnicas.

Em um sina senoidal puro existe somente a
oscilacdo fundamental. Ja com a presenca dos coeficientes
a, e b, tem-se na redidade, as amplitudes de cada
harmbnico. No exemplo anterior, pode-se notar que sO
existem harmonicos impares com a presenca dos termos by,
que acompanham 0s senos.

Os sinais periodicos se transmitem pelos meios

fisicos como um conjunto de componentes senoidais
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conforme respectivas séries de Fourier. Se o sina €
senoidal, o processo € facilitado por existir somente o
componente fundamental. Se ndo é haverd em gera
infinitos harmonicos. Nenhum dispositivo real tem resposta
de frequéncia em uma faixa infinita. Assim, os circuitos de
transmissdo e recepcdo de sinais devem ter largura de
banda suficiente para a passagem dos harménicos mais
significativos, de forma a permitir a reconstituicdo mais
proxima possivel do sina originad. Em alguns casos,
harménicos sdo indesgdvels. Num processo usado para
variar iluminacdo em residéncias, por exemplo, onde o
controle de algumas centenas de watts, iSso ndo representa
problema. J& num equipamento industrial, de dezenas ou
centenas de quilowatts, harmonicos na faixa de megahertz
podem ter intensidade suficiente para produzir
interferéncias em outros aparelhos eletronicos. Neste caso,
ligam-se ou desligam-se sequiéncias de ciclos inteiros e o
que se varia é a quantidade deles. Portanto, a forma
senoidal é preservada, evitando harménicos.
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Exercicios Resolvidos 5.1

Apresenta-se, a seguir, 0 desenvolvimento de algumas
funcbes em séries de Fourier e, em seguida, o gréfico

destas séries com algumas parcelas.

1.f(x)=3x+1 0<x<6

Em <érie de senos:

by = 21 6(3x+1)sen(nngz

6

(nax) (nax)
21 COST COST
22 —6(3x +1) +18] dx
6 nx nx

2.1| 1l4cos(nz) 108 6
e +-——sen(nz)+— .
6 nz (n;z) nz (n;;)
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1r, 2
b=2. 5 Do xsen(nngdx +L (2- x)sen(
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f(x)=3x+1=

40 X 36 271X 40
—Ssen| — [——sen| —— [+ ——Sen
T 6 27 6 37

&)

20
10
) o0

—10

—2

fx)= | x p/0<x<1
2-X p/ll<x<2

Em série de senos:

147
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1 2
ﬁcos[%] + J'icos[z—ﬂxjdx + _—2(2 - x)cos(%j4j£cos(4—ﬂxjd
nz 2 nz 2 o LNz 2 nrz 2 .

2

ool (5] et ) w7

() el ) 7

bnzmsen(%[j: (ni)z n=1509,..

n=3,711, ...
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0 25 5 7.5 10

an = 0 (afuncdo é impar, apresenta apenas o coeficiente
br)

bn =
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1(-18
b,= =, ——.cos(n
"3 [nﬂ' ( ﬂ)j
(
6
b, = - n=24
V4
$
6
n— n=13
L T
6 Xz 6 2X7 6 3Xrx
f(x) = +— —_—-— — | +— — |-
T 3 27 3 3 3
6 4X7zj
4z 3
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Exercicios5.1

1. Desenvolver em <éries de Fourier vdlida de -n a & as
funcdes abaixo:

a) f(x) = 2x
b) g(x) =x—4
c) h(x) = 3%*

2.Desenvolver em séries de senos para 0 < X < m as
funcdes:

a) f(x) =-3x
b) g(x) =3—-x

3. Desenvolver em séries de Fourier f(x), sendo:

f(x) = | 3 nointervalo de (-x,0)
4 nointervalo de [0, )
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4. Desenvolver em séries de Fourier:
a) f(x) =x, para-3<x<3

b)f(x) =] 2, para-20<x<0
1, paa0<x<20

5. Achar a série de Fourier a cada funcéo dada:

af(x)= ! x+1, -1<x<0
1-x, 0<x<1 f(x+2) = f(x)

b) g(x) =x*—1 de [-n,7]
6.Desenvolver:

af(x)=x*, -n<x<n

b) f(x) =x? , -4<x<4

o) f(x) =x* , emsériedesenosdeOarn.

7. Desenvolver em <séries de senos:

fx)=) x, 0<x<1
1, 1<x<2

8. Desenvolver em séries de co-senos:
gx)=1-x, com 0<x<3

9. Através da série de Fourier para a onda quadrada,
mostrar que:
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10. Desenvolver em séries de Fourier de [-mt,rt]:
f(x)=2x-7

11. Através da série de Fourier para a onda triangular,
mostrar que:

2
T

———1+£l+£L+
3 g ter e

12. Desenvolver em séries de Fourier:

0 -5<t<0
D fa):{l 0<t<5

f(t) = f(t+10)

-1 —-z<t<O
b) f(t):{o O<t<rx

f(t) = f(t+27)

c) ft)=t>+nt —r<t<rm
f(t)= f(t+27)

d) f(t) =21+t —r<t<rzm
f(@t)=f(t+2n)

-4 —7<t<0
2 f(t):{4 O<t<rx

f(t) = f(t+27)

153



Séries de Fourier — Capitulo 5

0 —r<t<—nxl2
f) ft)=42 —-7l2<t<xl2
0 rl2<t<rx

f(t) = f(t+27)

9 ft=Jo , -4<t<o0
g, 0O<t<4.
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Respostas dos Exer cicios

Capitulo 1

Exercicios 1.1

1.8) z|=10 b) [z,|=+5 0) [z]=2 d) [z,|]=4 ¢
|25|=6 1) |z5|=3 0) |z,|=v2 h) |z|=1

3.a4+2 b)_—1+£i C)-11+2i
13 13

5802 b)2-4J2i ¢ 2+2J2i d)2-4/2i

e)—+£| f -t )-LQi h)—ﬂu
6 2 3 3 2
)1-v2 i j)2J6

7. d) z1 = 2.[cos(180°) + i.sen(180°)]
b) zo = /2 [cos(315°) + i.sen(315°)]
c) z3 = 3.[cos(90°) + i.sen(90°)]
d) z4 = 5+/2 .[cos(45°) + i.sen(45°)]

9.1-+/3i
13.0

15. y=1
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Exercicios 1.2

1.4) (-1, -1)

b) (2cos(1), 2sen(1))
o) (1, -+/3)

d) (243, -2)

e) (-5,0) f) (L -+3)

4

3.a) (-4, ?)

VA
b) (-1, E)
) (342, %)
d) (-4, )
5. @) r’ = 4.sen’(0)
b) r = 4.cos(0)
cr=%4

d) r* = -4.5ec(20)
e) r? = 16.cossec(26)

fr= 4cos(0) + \/160052 (6) — 4sen®(6)

2sen’(0)

7.89r=5

b) r’cos(20) = 4
c) r? = 4 cos(26)
d) 6 = arctg(1/3)
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e) rsen’0 + 5 cosd = 0
f) r? sen(20) = 7
g) r* = 9 sen(26)

hyr=— 5
2(1-cos#)

|) r= 3
2+4cos6

Capitulo 2
Exercicios2.1

1. ) gxz +4yx-2y* =C

b)y = —cos(2x)+ C
y 2sen(x)  sen(x)

2+y?
4+ x*

1 3
dy==+Ce*
)y 3

C) =C

e) x*+2yx* —y+y*=C
f) —xcos(x) + sen(x) —yx= C

g) In(X) =%|n(§)—%|n(§+2)+c
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h) In(x) = —2In(¥—1)+|n(%+1)+c

i) x*y-5x*—xy+y*=C
— cos(2x) N C

2xe* xe
K) (&3)5 — Ce’
X+4

Ny=

X

—3X

) ye¥ —e¥ =—e™ - +C

y ¥
m) In(x) ==e* —ex+C
X

2
n) In() =In + 1+ L)+ C
X X

0) - Ly c
Y=o x’e

X

Exercicios2.2

5 4 2X 2X

1.a)y:x__x__sen(?,x)le(xe e
20 12 9 2 2 4

b) y(y + Cy) = Co¢*

sen(2x) e

C)y=- 4(1)—

d) y =-2.Inj cos(2x + Cy) | + C,
€) y = Cycos(x) + Cosen(x)

)+C,x+C,

2X

+Cx+C,

fy=———+"—-—+Cx+C,

Q) y=Culn1l+x|+C;
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Capitulo 3
Exercicios3.1

1. y= Cl.e'x + Cz.X.e_X + C3.x2.e'x + C4.€2X

3.a) y = C1.€* + C,.co8(X) + Ca.sen(x) + (% X — g)_ex

b)y = Cre + Cp. €+ e".[%lsen(ZX) + %COS(ZX)]

5.y =Cyi+ CoX + Ca€ + Cax.& + %xz.ex + %xz

7.8)y= Doy Oep 1
8 8 4

b) y = -ncos(x) - 131sen(x) - gCOS(ZX) + 2X.cos(2x)

, 13 . 135,
D G ) S
2°2 2°3 274
b)y=-4+2x+C.(¢+x3+¥ax*+...)

0. a)y:cl.x+co.(1+%x2— +...)

11. @) y(t) = €[c cos(t) + ¢, sen(t)]
b) y(t) = €[c, cos(v/5t) + ¢, sen(v/5t)]

) y(t)=ce” +ce™

d) y(t) =e"[c,cos(t) + ¢, sen(t)]
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e) y(t) =e[c cos(2t) + ¢, sen(21)]

) () = G,0053) + ¢, en(5)

9) y() =€ [ c05) + ¢, sen()]

h) y(t)=ce +ce

) ¥(t) =& “Ic, cos(t) + ¢, sen(t)]

i) y(0 = *[6.00505) + csen()]

9 y(t) =5 %en(2)

) Y(t) = & [oos() + 2sen(t)]

m) y(t) =€ "*sen(2)

) Y(t) = (L+ 2v/3)cos(t) - (2~ V3) sen(t)
0) y(t) =& "*[3co(t) + >sent1)]

0) y(t) =267+ cos(t) + 267+ sen(t)
o) y(t) =€c +cypt]

Nyt =e?[c +cd]

t

s y(t) = cle_% + czesé
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) yt)=e "2[c + ]
U) y(t) = €[c, cos(3) + ¢, sen(30)]

v) y(t) = €[c, + ]
w) y(t) = e_ftcl toe
X) y(t)=e e, + ]
) y(©) =e5[c, + ]

2) y(t) = e’[c, cos( 1) + ¢, sen( 19)]

Capitulo 4

Exercicios4.1

1. a) R$ 7.187,50
b) Aproximadamente 12 anos

3.a) q(t) =-10%e™* +10?
b) i(t) = 0,5.™*

5.i(t) = _?3+§e1°°t
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7.a)y=te' —t% +§t3et
b)y=2e" +te" +2t%e"
c)y=e"cos(2t) + % e 'sen(2t) +te 'sen(2t)
d) y = cosh(t)
9y = %(cos(t) _ 2sen(t) + 4 cos{t) — 2¢'sen(t))

fly= B D —ge2t 1.
8 12 3 8

gy=1-€e'—(2-2¢"".a,_; onde

0 O0<t«1
WUt-1=
1 t>1

—3t

Capitulo 5

Exercicios5.1

1.a) f(x) = %sen(lx) - g sen(2x) + gsen(3x) —..

= _4.2 _2 2 _
b) g(x) = 4+1sen(1x 2sen(2x)+ssen(3x)

c) h(x) = 52 _ 1—22 cos(1x) + % cos(2x) — ;—3 cos(3x) + j—f coS(4X)...
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3.1(x) = g+§sen(lx) +%sen(3x) +%sen(5x) +...

1 4 &ceog(2n-1)7K]
§+?n§‘ (2n-1)2

b)gx)=7"_,_4 4 _4 4
) g( ) 3 1 z cos(1x) + > €os(2x) P cos(3x) + yE cos(4X)...

5. a) f(x) =

7.f(x) = i%[— cos(nr) + % Sen(n%)] .sen(%)

n=1
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